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LÉXE MK 
1. IE ACHE, ERE 


AEH AE STE CR CA EATS, 其 中 
A EPS PR ISN GA Oy A BE Ze, EB, 
FREE UNTERE ESSAI PP BE AO DEINES TEL RE 
FINS. 

BAEAN BES BAM). BEBER RI, A 
此 仅 有 有 限 的 面积 ;用 do= dz dy 表示 BOT MOTHER 2 HH z 
SH. HARD REM AB RRTSR. WRAP 
SG, DERDAH BE LST. 8327 B) RARE B 中 的 正 
则 且 单 值 的 画 数 (2), WAS 


[rear doo (1) 
的 画 数 大。 在 本 章 内 我 们 所 讨论 的 画 数 都 在 ©? 内 ， 
DER S 9 的 数 积 定义 如 下 式 | 
Jaf, a)= |f fo do, 2) 
。 ERAH SORT 
J3(f)=Is(f, F). (3) 


Jg( 站 恒 篇 非 负 实数 ， te A f=0 RBS. ARs 可 直接 写成 
J 
SUPE FW SE Be Schwarz ) KERET: 
JF, J KCF) Jg). (4) 
AG Mit FA) EERE T Am FAP AS EE. 
称 画 数 组 , 户 , 一 1，2，…, n BIRER, SRL 
F(z) = ayf,( 2) Hazfal2) +++ +anfn(2) 


WERE 除非 几 = mw=…= as=0。 RRR DATOS IE Ce EN 
Ibi dees Ia Fa) 
| >. (5) 
rc | 
实际 上 , 六 从 > lw >0, (5) 式 显然 即 相当 於 休 件 Ju F)>0, 


ER CACHE v=], 2, ”9 Pp, & e, FR AGE 2 AN 5 


Ibu, &)=0, vn, (6) 
1($,)>0. | (7) 

RR 
J(8)=1, 8) 


JTE re BAY ye (Kronecker ) 记 号 ， 
例 3 B REIR |2l<r, 可 作 一 就 秀 家 交 丽 数 条 篇 


po (2Y Fo, (9) 
T r 
BRR OC <a] <1, TEREZ RRS 


serif P = wes 
Pan-1 = 2 Gi) ? n=1, 2, ’ 


+ 
(or) (10) 


1—x i 
dm= (Sq ee) , N=2, B, e, 


BLK AS TE ZE ICH FS As ERIC, Ee 


显著 的 性 实 如 下 : 
车 f(z) EL, Ai 
a,=J(f, 8,) (11) 
BE f ORR. Be EER, RES 
D ehz) (12) 


v=1 
4) [13, 223 HERA TASS SEALA GSS ARM 
. 2 e 


只 在 o=o FB, AGH FC) 关 寿 均 丰 方 误差 的 最 佳 近似 值 ， 痪 句 医 
说 , 积分 
(1-2 6,6) © 
Mall, 2, o, MEDEMA. E 

1(-S)- ff. 1- c, 


n 


` =/N-N) od F,d.)— ë,J(f,B)+ 31 Cy P= 
v=} 7 r=] vo] 
=J- la,(?+ Dial? - 5 c,a,— 
val v=1 vai 


n x n 
一 他， ca, +i, = 
vol vol 


一 J(P) 一 人 LADD a,—¢,|?, 
上 式 的 极 小 值 显然 当 = 0, 时 得 到 . HER 


2 
do 一 


J( 有 一 > lal, (13) 
v=1 . 
因此 
Wars). . (18a) 


R (132) HS n Bh RIL, DL HR AMARER (Bessel 
inequality ) 


Sa, I). (14) 


车 O? RE REA (12) KR CRE IEA EB HS BH REA) 
BT ASTER ARSE THESE, AIR {加} BRAS BARS. LIFE noo H] 
(18) RoR MERA, HRER FE LSE BR AR Par- 


seval formula) §# = =.” 


œ 


Zain. (15) 


vl. 


BH, SRAM SELERI. AUK {办 } 是 于 的 。 

FRA RCT 成 的 序列 0, (2)} REL. R 
们 能 找 出 由 bu RMA RAES 由 (2), 它们 组 HE — BE TLE 
R. APT BAe e (Gram-Schmidt) pe, TEL 
HAE EC ZE RS 


一 p(z) 
BIST Bye? 


Iha, ti): . (yi Pai) p(z) | 


F(a, Bde Ide, Be) Un?) 


= 16) 
Li P) ， .. J( db Var 1 )| Jon Py): AK 加 | FA 


Pn(z)= 


Ibn Fi) PER Ja) Tar) 
n>i 
AG Vn 是 z FARK, MA 由 (2?)= aa, Bel, 2，…， 则 格 商 
姆 - 施 密 特 方 法 引出 了 过奖 多 项 式 . 
在 特殊 域 中 ，. 上 式 行 列 式 训 出现 的 二 重 积分 可 完整 地 计算 出 
来 。 例如 以 b= 2" HA. AEN AR Bh B 内 任 一 点 0 


向 多 角形 顶点 联 米 而 分 裂 成 诸 三 角形 ” B,O A,(k=1, 2, iN), 


Ar (Tu, Ts) 


— 1 


D AMM, BLA: li, 和] 
D ER, B 的 每 -顶点 是 你 名 的 :每 -一 ALK Bean 


eo 4e 


划 
J(27-1, 24-1) -ff 27-124 dx dy = 


N p+- 
= TD iieiotr-mCp- an RET apt! — UN) ng= 1,2, +), 
k=1 j=0 (p+q)(7+1) 


aa TE Ay n jr 
om = 2 GGZ) (1), 
ra 是 由 O 点 向 ALB), BA ERE OP, 的 长 度 ; a, 是 O Pr RIE 
_ 向 © 轴 间 的 交角 ; 04 及 by PEHA POA, K POB, IEW 
fix. 
ERA J BHR Ee -HH AAS AMEE €, I, Mi 
“一 和 十 条 = zei, IERIE E BARI A,B, EEE OPzr. 在 
此 新 坐标 下 在 三 角形 B,OA; 域 上 的 积分 狼 换 成 


Pl /pg ~lpiap(p—q) 
SIE: (Etin)?! (E ip) tei- dy dE, 


| 2. 李 滋 - 费 革 定理 

在 本 和 节 内 我 们 要 症 明 一 上 类似 礁 富 里 埃 级 数理 渝 HB PER 
$ (Riesz-Fischer) BKE. 28 TERREN mieh 
FRAPPE MASTER, Sal E T : 

45 (2) LAB) AB ACE) = 1, Hp t EB BERTE 

JFS, (17) 
SE r AERA € BI B RS RC NE, 
EB 1z 一 上 由 <7 一 s= 忆 中 , (2) TRABIRAMS RE 
f(z)=1+4,(%—t) +a,(2—t)?+ 


Ay C= pet=z-t, 我 们 有 


p= [f te ao> ff de, 


/ do ff tat al? Lt + de 


= d je, fra i ntl ging d 
Sax w+ Die , de A p p+ 
R 2n . 
+4, f do f pnt eiw dgl + 

0 9 


# 


HÈ Dont de [ten 


a a ra +2) 
= ah +22 Dieu" nado 
因此 
Kn>air-e), 
因 篇 。 可 任意 小 , 故 得 所 要 求 的 粘 果 ， 
FEB AT), BT SS A S| BR: 
Bt (¢,(z)},v=1, 2，…， BMRB PRETER, 则 有 


Faoi Per, | (18) 
此 处 7 是 从 点 € BAR PH ROR NRE, 


. > o èe + + + 


决定 函数 f(z) 它 可 以 记 成 形式 
f(z2)= DS A,8, (2), (19) 


pri 
BR VEE 
E | f(t)=1 (20) 
之 下 使 积分 .7( 力 醚 小 。 
RTK 
A, Oya, 


之 Id, 
此 不 a, BB Bis RDM, 显而易见 (20) 相 当 於 、 


aed- 0, 
车 用 此 式 , 容易 算出 
| JT) = 一 -一 一 一 + Sa, |7. 
à ST = 
因此 当 4,= pE) Emo 违 到 最 小 值 , ELA 


* Ge 


# 


l 


Dat 
vol 
BOAT) MARA: n, 而 7=7(t) Et DAT ERGERE . 
BE. 因此 . 
= .1 
HIST 
而 且 , ARPS Si n MER, Br 25 LOE PS, 


BRN ESSE AER MBM. 
BSD JB hee EHE IER. BOTA (a,} 适合 条件 


Eee, ‚oe 
FU 
Fla) = 240,642) (22) ` 
AEB AE NS FAR IS AM, ACR T ES RA 
一 个 具有 富里 埃 信 数 0, 
=I (F, Fy) - (28) 


Bt. 车 eC) ER, BREI ERDE, 
| TERREIRO, 且 此 和 级 数 在 B 的 每 一 闭 于 域内 均 匀 且 


“38. 首先 或 级 数 (22) 在 B 的 每 一 于 子 域 B' AHI LENK 
仇 ， 子 域 B 内 的 点 以 7 BA B BARAER NER, AAE 


nim 
lim Dj)la.$,(z)| =0, (24) 
Hm KB B' 的 z 一 致 成 立 ， 由 雪 讽 慈 不等式, 我们 有 
nm nm (nam 7 
Dieil wol (Ste?) (Sle) K 


ae. 


用 (21) 


lim Sta, = 0, 


erin (24) 4838. Behr (Weierstrass) 定理 知 ，F(2 ) 需 
B’ 内 的 正则 解析 画 数 , CHAR B 是 BMRB PAIR, Fr 
以 f(z) 也 篇 在 B 中 的 正则 解析 画 数 ， 
l REREH f(z) BREE). AP 
f,(@) =>) a(z). 


v= 


TE B PATIR B’ 中, ER (Fn (2) } BS) ABB CRIT (2). 


“因此 


Jaf) -lim Je (fa) Klim Ja(fa) =lim > |o, |?, 
m HAB an B 时 
DES a, 
gn f(2) E 2, u 
此 外 , Ene FE, RTE 


ICE, Ba)—aul = | (7 Sad, 3.)< 


»=1 


< -es) 62] -L-i 


车 BcB 、 
In(f -$a 6) lim (Da u 
<lim Jn (Fos 

4y B' 趋 向 B, 得 到 
WE, d-ala D lol . 


v=n+1 


HRN BRR ERS new, MID n BERERA, 我 们 因此 得 


x 


Mt 
; 


« 8 e 


到 
If, Pu)= au 
SER AE BB f € B), HR (#,(2)} 是 一 个 于 
AR. NEAS), WA 


In(f) = Sa? a,=Ia(f, $). (25) 


WAE, HUM SO EEE AAE TRB AHILE 
对 收 敏 , 故 表示 一 个 解析 丽 数 。 留 下 来 要 束 明 的 是 过 个 画 数 司 等 
Af. BTR HREM 


lim Jn (f— $ ,6,(2) )=0 
nye v=1 


RURAL T . URED, M2) RS. 但 是 此 乃 表 条 定 
SRI Le RRR, BERRE. 


3. BARREAU 
算式 
> p(z) by CE) 。 (26) 


ere {9,} 的 核 WTR ARG Re MRE, (26) 
所 示 的 级 数 往往 发 散 "， 但 在 我 们 所 论 情 疯 下, 且 能 容易 地 证 明 它 
Ta Mca. | 


+ > o 
e è > 1 è > a 0 òo è è è» òo ò o a o o ò + 


. e è> > > > è > 7) æ a o ò> òè > è è s 


全 té, HA t ES. W 
OO oeo] [Seo] k 


LE] sw] . (27) 


1) 例如 ，sin nz, cos nz, 


BE B RASER r, 因此 由 引 理 1.2 


w | 1 
Dale et 
RS t le, Be | 
lim Ble (t)|7=0. 
因此 , 用 (27) 


lim Il) $l=0, 
BB 中 的 mE, 是 一 致 地 成 立 。 此 指出 (26) 在 BY 上 一 切 点 均 
see, BE FERRÉ 2 SR. ROE, (26) 当 z 固定 时 
则 对 € Gr. AU MERE, 其 和 篇 2 及 1 的 解析 画 
Bi. PIERRE. 

例 CORRE, 我 们 有 


n ze = ri 
Do) B= > -A 9 
CORRE, 我 们 有 


> Pal) = or logr mei 1— 
| 2 内 赂 去 %=0， 
BERATEN BRK, (29 ) 可 以 写成 更 清楚 的 形式 . ERDE p 
BERK AT HE BASS 


P(W) = — tz, 


1 LS net 


ym? 


(29) 


ay) Eto 


So re o/ A lq ow, 


20, 

« TERE w 及 os 篇 周期 , g=exp {trw w} H 2 ME rt hr Br (a 
RCV o ERBE. R os ri, ws 二 10g r, RRES 
REEL ES 


nz 


= u 
p {log z} = + in? 


nm— "e 工 一 


因此 


De.) (B= 二 (log zł}+ u 1 
n=1 nz mi 


~ Blog rt’ 


aM R 


对 从 每 一 有 界 域 存在 着 于 的 就 乞 直 交 画 数 系 ， 我 们 可 以 造 出 
一 个 特殊 的 就 和 直 交 系 来 尊 明 过 个 存在 定理 ,而 过 在 某 箱 总 闵 下 ， 
可 以 看 出 和 与 单位 图 上 的 的 圳 画 数 相 类似. 

我 们 的 出 长 册 是 考 说 如 下 的 本 值 间 题 考虑 所 有 在 内 任 一 
固定 点 t 上 适合 条 件 | 

gES, g(t)=0, v=0, 1, nl, g(t) =1, (30) 
z | 

O=, g(t) SEED 
z 


的 单 值 解析 画 数 ， 以 OORTE 
To= ff later aw, (31) 


> væl 


zat 


EME ER. 
当然 存在 画 数 适 合 (30), mm CR, RARE 
合 (30) 的 g 租 成 J(9) 的 最 大 下 界 。 RETE- BRI {及 ,} 适合 
(30) 
lim Jgs(h,) = A, 
由 大 积分 Jeh) BARR. ERA {h.} RER — BIR. A 
lim hy (2) = 9n(2) 
HB 的 每 一 开 子 域 一 致 成 立 . 
1) RANCE B A) ERBE ER IRRE TAUPE B ie 


一 子 域内 能 与 仇 ， 解 析 画 数 族 { 旋 BJO) <M RERE. ME BE B 的 
. "HF, Bare B'S B MFR SIEM. 於是 由 $2 第 一 引 理 可 知 26B 


时 rare, 今 由 在 B' BETTER ER IE AOL BE [25， 
169 HJ. RARE. 可 参看 [3,63 A] [8]; [16]; [6,4 III ;665 页 ]。 
。1I1 。 


SATEB <B, 有 
Je’( On) = lim Jp'(h,,)<A. 
”因此 ya(gw)<4, 因而 
J2(94) =A. 
BUR, 9, 58 (80), KEREN ERRARE. ARA 
LES, Pib)=0, v=0, 1, =, n, 
Au | 
JG, Gn) =0, ' (82) 
TE, BE JC, 9) 天 0， PRE RENE € BR ga + Ol 均 适 合 休 件 
(30), AR 
=—J(g,, D/Q, D. 
MATTER | | 
I9,+ch)=A- |I (9a, D)/J(, <A, 
{AICHE AMEN. 26 ot 篇 本 题 的 另 一 解 , 则 有 


EAO) et=0, u u=0, +, 1, 


由 .上 述 引 出 
J(gn—g#)=0 H I(gn—9h, Gn) =9, 
J(9n—Gn)=0, BC MEI. 
AREA) gn, 2=0, 1, 2, +, (32) PIR. F 
我 们 高 


因此 


PROPOS n=1, 2, +, 
(I(Gn—1))* 


RM SS ARR XX. PABA RA. ASO? 
类 内 一 已 知 画 数 , H4 a,-J(f, $,), v=, 2, +, HAMAS 
Ak § 2 的 主要 和 结果 , MBC 


g(z)= Dias) 7 (33) 


表示 一 正则 解析 西数 . BT BBW (4) EAA, RAR 
=g., 决定 常数 ko PIER 


© 12. ~ 


def (2) 
dz" 


Ten > u=0, 1, 2, ..., s—1, 
got dz! et . 


f.= Day's, s=1, 2, + 
y=) 


PLATA RT PRESS s 未 知 数 A, +, OS CEH RA CH 
BUT IIE Ri. AE a = 0, BELA 


[f(z2) Herd, k=0, 1, very s—1, 
az : 
及 由 (32) 
J(fa—f, $,)=0, i v=1, =, 8, 
由 此 得 %% =a, RAA 
Zio- Beso] - p=0, =, 8-1, 


MIS D R I T ETER 
| EU) 9 (He, 


LF RY) u>0 ME, 因 f Ro BTR, feo. ES. 

BBE EF ME AE BR PC ET HY BRIE BOR. IR 
BA CE D BR BR Hi BK 9, 使 (31) 积 分 取 极 小 。 在 B RE 
连通 域 的 情况 下 ,ya TERK, w(t)=0, w'(t)=1, Mi 
使 刀 共 形 映照 到 w 平面 内 的 一 个 圆 上 , LOE w= 0 不， 在 此 
SATA | 

gn(2) = EM oa), | (84) 


HE (34) FV AA § 2 EL AME. 
4 Ree BBA t=0, Al’ 


In(2)= 
n: 


Mim tat 
JJ iwi<iln! 


在 一 般 情 驶 下 , BER IT 的 极 小 性 质 可 得 
Man 让 lettre ol dar, 


«13 。 


此 处 (wB (DRE. FEL RR ER, 则 得 到 


ff, PNR" dws [f 19.2) de. (35) 
上 


PRS ELBE g,(2) 过 在 就 范 直 交 化 条 件 (30) 下 而 使 积分 Ie gu) 取 极 
小 值 ,又 因 篇 [w(z)]* w'(2)/n 1 适合 此 种 人 条件， 故 (35) 中 等 式 成 ， 
立 . FOIE BACHE RE, (BI). 

WE ADB pA EL PSI TG Pe 
作出 。 RE ABBY. (2), n=l, 2, +, (HR RIZE LA 
ER-MR: USNR MR 1《 8 RE ER HE d 
其 形式 篇 


oo 加 (2 

J(f—p)<E. 
HHE FA EE AE Pina FRA a HER REHE), 我 们 可 得 一 
PER. | - 

SAH eS el IK, 多 项 式 ,或 多 项 式 及 某 些 简单 的 有 理 画 数 
钥 成 一 阴 系 。 此 可 利用 重要 的 关 礁 解析 画 数 的 逼近 理论 杂 朋 之 ”.， 
HZ BD EE”. 

BEB SEAT IE, SUR SITE (Jordan) Hh E - 
bye, bn, m di BAER, ABE a, +, On TERRE bas +, On 
内 部 任 取 的 固定 点 (因此 在 B 域 之 外 ) RENE B RE TR B' 
ES — TER € 必 存 在 一 画 数 Q 形 


> liu 
ao- ar HE i, 


ı=2 u=0 


使 得 当 f 了 在 B 中 解析 且 单 秆 ,於是 在 B' 中 有 
\Q(z)—Flz)|<e, » 
AE HUE AY ALP 5 BBE Q(z) 化 成 多 项 式 . 
必须 注意 有 单刀 通 域 , 它 使 多 项 式 集 篇 不 封 开 者 。 例如 取 B 


1) Bese WR (Walsh). 
2) [1, #1, 297 8]; [27.108]. 


使 


. 14: * ~ 


RATE AE M AR. 条 (9) 在 单位 图 中 次 交 , 且 
IVE BHA, BEHRABT RE PU fir. 车 此 
条 对 B PAG, BE S ELE B 内 正则 可 表示 篇 一 属 从 条 
(9) 的 画 数 之 航 数 , URED, RIRE. MFR, 我 们 将 获得 每 一 
丽 数 在 B 内 正则 且 属 从 类 O AMNERE MEZAR. 

BEER B HEZ EREHE B AS BE EEE 
BE (Farrell) > ee +O BW, CBSE Pe. 


5. EHRE 


NRZ Ree Be Oe BL: SER Me 
. 个 的 念 , BIEBER, CREE BIRLA, MAE BA 
的 GR Lidia. IEMA BREL LS PIRE, 例如 z 
ERBETEN Y E 2l<rı, 121, nK BER. 
FR, PATA HR ol<1z|< ,or<1z1<m, LaL, 一 
切 z ER, ARRERTEUTEUERÉEX REP. SIEH 
域 G 其 阴 包 篇 合 从 有 界 域 B 内 时 此 种 系 一 般 存在 , ERTA 
HAMA. 

RBR = EEE CAR BP. HE 


Tels, P, ) =k, 6,,, k,>1, (36) 
Jel Pr, Bu) =Ovn, (87) 
BIÈRE CEO. 在 一 切 B ARTEN 画 数 
Fr) TER KEIL BER 
Ja(f)=1 (38) 
之 下 , 我 们 找 芋 一 个 而 数 使 其 能 致 积分 | 
[f,\iltde= Jaf) 
mehi. | 
我 们 固定 此 间 题 的 一 解 篇 pi(2)。 车 已 求 出 81(#),… 
2p。1(2) ,用 pw(z) 表 任 一 正则 ( 单 值 ) 函 数 在 下 述 休 件 
。15 + 


Jef, P1)= Jeff, P= = Jef, Pn-1)=0, Je(f)=1 (89) 
TE Je Poy ME. DEM kn, AARET AR REE 
GE PAS n RER rh (n=1, 2, --,), ASE 

Jr(f)<A,, 
而 Au AUERI, HAL ER EEE, Re MERRER 
做 存在 的 。 MAFAZ AAR ERER, BTE RER TES 
Æ. . 
RIO) 由 定义 知 其 在 G 上 将 交 ， 欲 区 在 B 上 有 相交 性 ,可 计 
ae a By BR 30 | 
= ip, top, A>, 


而 
ja,[?+ [a,|?= 1, 
我 们 有 
Ig(v, =I gly, Pa)= "Jo, Pr1)=0, 

Ja(h) = |a,|?+ |a,|?=1, 

(Al se 
Je(d)>k,, (40) 

取 

A=A,+iA,=J5(9,, Pa), 
得 


Ind) = |a|? + [ta]? Ky + odsA + 40,4 = 
=k,+(k,—k,)|a,|? +4,4,A+4@,a,A , 
AY ay, Os RRR, AE a= 0 不 展开 Ql 篇 Qe 的 画 数 ， 故 得 


m= + Ga = fit att} 


Jab) = k, + 20,4; +03(k,—h,) FA, +, 
若 A0, 可 取 a, 足够 小 使 
Jr(d)<k,, 
Tin g (40) BE, .因此 A,=0; E SB, 4 d= tt (1—a3)?, 可 得 
A,=0, 所 以 
Tp(P», Pu)=0, væn, 
.16- 


将 原来 的 重 值 并 题 中 (38) 及 (39) 式 的 也 和 G 交 换 莫 把 极 小 改 
REX, 我 们 得 到 另 一 概 值 间 题 , 条 {9,} TB HALLER. 
让 {9,} ERRER R, 使 方程 租 
Jaf, wb1) = af, Yo) 一 ved alf, #,-1)=9, 
Isf=1, ”Je(f)= 极 大 值 
以 yw 篇 唯一 的 解 ， 应 用 上 季 的 理由 可 以 得 Joe( 几 ,, by) 0, vem, 
HEREZ MRE p IE EIERN. 
RP A RS BOR f(z) 在 B 内 正则 ; MH Ja(f)<00, 
Sith ARPA, BE Fe Sa(B) 有 


> ka, |?<Ja(F), 
vel 


此 区 a, (I) Jaif, 9), 於是 对 有 一 正 数 A 使 


Dh N-Yhlal, <A, 
pal n 


rime 
1 n 
BDO -之 ap, Gr 
适合 就 芳 化 条件 - | 
- Pi Pa By 
Cao) 7 Om G5) =o 
J5(0,) 一 1, (41) 
故 有 | 
JS, (42) 


kur 
还 是 AAA ALA, EERIE (AL ZF, FEB 


REX. ARE GCB, 因此 ， es 


JA] 
DE 


Sieh, 故 在 G 中 有 界 ， 因 之 得 到 


Pati 


y EE (Pn) 


+ 17° 


| p> a do > ale CORRE 


BR, 而 党 "3oo 时 二->0， 因此 由 (42) 
lim Jg(9,)=0: 
(AH Je(On)=1, (0.(2)} B 内 的 一 个 法 族 ， 得 出 在 G 内 


9.(z)->0。 和 从 而 在 B 内 亦 如 此 ;事实 上 上 , 在 B 的 每 一 于 子 域内 均匀 
Beat. FLEURS 


, D kja, <I) 
v=1 


HJER- SIEBEN 8 2 内 李 滋 - 费 业 定理 )， , 
一 般 情 观 下 , À {9,} 在 G 内 不 封 阴 . 例如 B 是 一 单位 图 而 G 
是 在 B 中 的 一 个 同心 怨 7 之 |z| <1, 此 不 之 采 由 含 z 的 非 负 需 乘 以 
庆 当 的 常数 粗 成 的 ， 此 条 显然 在 B 内 圭 阴 但 在 G 内 则 否 , Eh 
HE Mn BAS I, Xe) BA, 因 篇 如 $4 内 所 

dE, 对 任 一 s>0 及 je CAGE —- MMS AK D, 使 

f . Jelf—Pn) <E; . 

“但 因 篇 pb。e CB), A P. RRENA 
>) a,9.(2), 


y=] 


使 
To (ps— S409.) <Ia(v.— S10.) <e, 


vol > 


因此 


Jo(1-Sa.0s) <Jolf pe) +2(Jolf—P.o(Pa 


rzi ， 
- Da) 十 vc (on Dyan.) ae, (43) 


1) HEL, (m } 梨 是 在 G 内 于 的 ,只 村 已 及 CG 各 坊 有 限 个 不 相交 的 昔 当 有 曲线 所 图 
成 , 且 G HAE B 中 而 不 在 G HR ROBE ,在 此 条件 下 ,在 G- 的 
闭 包 中 ,每 一 在 G 外 有 极 的 有 理 本 数 都 可 以 用 在 妃 外 有 极 的 有 理 醒 数 逼 近 它 ， 


s~18 . 


HORRY By RAME, fo) WEE OME, = 
= Jo(f, 9.) 时 取得 ; 由 (43) 得 到 条 {9.) BHP, DARK 
3% I olf, BI) 2 € G 上 时间 F(z) BRR, 

6. 一 个 解析 延 拓 方 法 


设 G 篇 图 |z|<r， GCB, HR 


j [ff dw | nn 


HEBT 38 49 RE Po (2 DH OR BE BE De A A 
9-2) C, da2”, 
因 {2*} ÆG LEZ, , 故 得 并 保 式 
SI. Pu dw =//. > > Con Cum An den à 2" dw = Der. Öyus 


EBKEN oa- BEARS H), 
PREFER 


ee 


© >. >e èe òè + ù e 


H,„(a,, a.) >> >> Am Oo 区 hy 
mA PA Be 


EG BERGIE FOE B RERI To( 1) <0, u 
by By\ . 

im Ha (Ge à) oa) 

存在 .反之 着 (44) URSS An] 存在 , 72) 可 这 种 解析 延 
EB B， 且 不 等 式 | 
b, 


Malz (ti Jim m H (a, Bj (45) 


成 立 ,其 中 7(%) 篇 z Be P HAEE. 


是. 设 f(z) 在 B 内 正则 且 Js( 用 <oo， 则 在 B 中 OTRE 
成 级 数 


Haya DE Pepe) ; 


在 G 中 可 以 展开 成 级 数 
f(z)= Sets, P,)P,(2). 


val 
因 般 表示 法 唯一 , 由 (36) 
Jal, Py) = kJo(f, Pr). 
MA COR OZARK, À 
Dalon 


Isi Piz ki ff Dee | È Com re k, > (46) 
HE Jef) oo, 得 
>! Late ®,) |? <00, 


wos 


Ne pad 


存在 . 以 (46) 代 入 (47)， 并 得 极限 
lim Sh, D Pro = lim >> Se > KO yn Com 


No p= n=O Ne #=0 m=a 


存在 . 取 


D 48,0 Cm AB, Hy (3, bu) = SF ays = by, (48) 
v=] du 


得 定理 第 一 部 分 . | 
第 二 部 分 中 党 jz) 正则 於 G 内 时 ,得 


f(z)= D Jeolf, (ke)! Paw (49) 
一 v=1 | . 
HELARER, 得 
° 20 LA 


Self. work ECTS) COS ke, PP]. 
»=M 


ARENA BI ER (P) HOE Bm Be, MRE 
EB AE TR pass? 


(È ea) < Le — 


nt "ray 


由 (46) 及 (48) 第 二 因子 取 村 =1 a 
N 3 3 b b,\? 
(ar) = Hol, 2e), 


PAROS Ce. BETEN) B 的 每 一 子 域 内 与 做 ， 
故 f(z) 在 B 内 正则 且 满 足 (45) 式 . 


人 参考 资料 " 


Bergman 1,2, 6, 13, 23, 25. 
Bergman & Schiffer 4,5, 6. 
Biberbach 1. 

Bochner t. 

Hammerstein. 

Farrell. 

Julia 1. 

Kaczmarz 及 Steinhaus 11. 
-Kufareff. 

Szegü 1. 

Walsh 27,1, VI —#, 
Walsh 及 Nilson. 
Zarankiewiez 1, 2. 


1) AHEM RMARKSSS KH TRE AMR, ARE 
烈 在 本 书 末 的 参考 文献 中 ， 


2e. 


IL 楼 男 数 及 相关 的 极 小 问题 
LBER 


车 BRA MAR (6.(2))8 BAAR eR 
Fe bv | AK HR BE ES 


Ra, = D ba) BO. 
vay 


牙 然 这 个 定义 外 表 上 是 依 顿 於 系 {4$.(z)}, HERBE K( 2, DE 
双 由 域 B DORE. ARRETE, 
考 睫 下 面 一 极 小 问题 : 定 一 画 数 f(z) EEE B 内 正则 而 在 B 
内 一 定点 世上 有 F(t) = 1, ae BEBE 
IRON (i) 
BRD. 若 此 题 有 一 解 则 此 最 小 积分 值 可 好 和 Ab), EES 
取决 於 域 及 点 i ERRE BB SE SR RR BURN t, 如果 此 
PRC ME FF ZEROS 
Bee N, HEAR BA-HAMRBAER. M 
I, §2 中 的 定理 f(z) 可 记 成 形式 . 
fe)= ID md), 0 一 J(F 4). 


vas] 


我 们 记 


SED +4) 6 (2) 
f(z) ==. 


Diet) 


mj 


» 22 6 


人 条件 F(E) = 1 BRER 
JS 4,¢,(¢) =9, 
Bh Ee oh A eS 


SNE +4,? 
J(f) =*=.__—__3= 


[> lp, (t)|? | 


De DA +E AGOH+ D4) 
= P=) r=] v=] b=] 


[Soe] 
De + È AP 


PS soi | 
See AE MMA PT ER MEE A,=0, = 1, 2, 
在 唯一 的 极 小 丽 数 即 > 


EEO på) 
f(@)=MQ(z, t= a aED, 
Kit, 
am 
在 条 件 f(t) = “LRRD aie 
BO- rRe 
Ze i 


因此 存 


(3) 


公式 (2) 及 (3) 指 He EE 此 精 果 亦 可 由 下 面 


定理 导出 之 . 


“3s BRR, m A(z, 1) SPAS BEGET Ae (9,(2)} 的 核 


. > o o o 


i 1) 在 本 章 及 和 合 面 各 章 (RAM KH), 2,6, BRA MIR atiy, utiv, i 


ARR RRE, Y), WO. BEEP BH. 


~ 


« 23 » 


fz)= ff KG, DIG) de, @) 
#. 由 第 I 章 (22) 式 有 


fre, bio w= ff [= aot) | Ma Je 


一 >> Ay py (2) = f(z), 


vol 
此 不 
a=] (f, $,). 
-由 恒等式 (4) REREN O FA REER. 
RER Ek, 可 用 下 法 :在 B ROR EA RNE 

出 的 核 画 数 各 篇 及 (z, t) 及 K*(z, t). 1, § 2 se REM K RK 
”者 均 成 立 ， 因 此 注意 到 K(z, C) = E(C2), BA 

K(z, b= [[ KG OKC, D dog = [| RE ORE doe= 


= [[k«, E) K*(C, 2) dop= RD) =K*(z, 2), 
K(2, DER LP, RES BREE. ER 
等 式 (4) 的 添加 千 果 我 们 注意 下 面 的 推论 ， 当 然 亦 可 由 3(t) 和 值 的 
知识 中 直接 六 出 . . 
H BAIR, KC, D) BADR IRB FO) AL B) 内 全 
TAg 则 


ORKE, 2) ff KD dor, 


®. 由 (4) 
f(z) = UA 1) f(t) dw, 
用 雪 无 兹 不等式, 有 - 


ape), IKG, bras, ff HO 
Like. Hl dorm ff Ka, t) KGB dw, = 
= ff Ke, 1) Kit, 2)dw,=K(z, 2), 


BSB, 考虑 一 切 在 妃 内 定义 且 满足 休 件 
f(t)=0, f'(t)=1, te B 
HEART BEL, AE PRCA OE B 映照 到 含 原点 的 域 D 上 . 
当然 , DIRT ALE, DD 的 面积 以 积分 
117)= /fb dw 
表 出 之 ， 很 明显 的 ”, ENERE DD, 它 以 原点 般 图 心 的 图 域 所 得 
BIA. 画 数 1(z)=w(z,t) 将 B 映照 到 将 t 多 换 成 原点 的 轿 上 ， 
因此 映照 画 数 可 表 成 下 式 


_ f7 Kg(E, t) 
. w(z,t)= E, Ba D 


SCHREIBER 
Ap(t) =Ka(t, 5, 


PC D PRs SC IF OER) 
计算 方法 ， . 

广 .。 ER, ACE POS THER, Me BRIER, 大多 数 方 
ONT] RAPA Sth RRR WHE Wie 
曲面 尺 上 (除了 是 形 单 集 而 具有 有 雳 界 者 ) 存 在 柄 数 9 使 

nl? | aa dy<oo, 
2. 一 般 极 小 问题 

在 $1 内 我 们 利用 极 小 问题 定义 了 一 核 丽 数 .， MALE 
类 似 的 极 小 问题 . 我 们 和 欲求 画 数 了 (z) 在 B' 域 内 一 定点 i 处 满足 
某 些 人 条件， 且 使 积分 Js( 力 取 榴 小 值 。 此 种 极 小 画 数 及 对 座 的 积 
分 了 (及 的 概 小 值 可 以 用 核 责 数 表示 出 来 . 

ATEN, TA TRES CL) x (+ LE: 


Coo Op'e Bon 
(Gy, = “in u om 
Ano Oni … Ann 
1) [1]. 
2) A, Sario 1,2, 
3) Bt Re ERE RRR AT GE IX 章 中 有 用 . 


° 25 ， 


了 时常 需 便 利 计 我 们 考 感 出 (cx 内 抽出 一 行 的 和 矩阵; 因此 名 
oo t Mo- Morti’ Gon 
Qio + Qir- Qiri ‘°° Lin 
(a. ... . wre è 


Ono Onr- nr" Onn 
LEE DCR Or BY k RITER LIK. AARRE LA RA 
We FU BEAT SER, 必须 指出 k, RENT RER ERE. 我 
们 计 


Cor Bro 
(Orr Me “ 多 (Gry w= 9 
Qnr Orn 
(a, =E || Gor + On,|| (ar) E Ntr e Oral. 


FRE En BAER TT SK, 即行 列 式 


Gog oi *** Con 


Go Au" Am 
lame SU, 
Ana Anis Gan 
0 X, X" X, 
0 (Xp) Xo Go Ay Ano 
(Xp) Can)" = 1X1 Go ante amh 


X tom as = nn 
BEAT LR (n + A a On + LEON 


Yakı=dı k= 0, 


|(azz)” "| 天 0， 


177 dr)” Hain) 2 | , 
一 《一 ) | (ay De 
. 26 . 


BEANE 


Kala, 9) 一 一 一 一 Poke 3 D we, tay" 
ATRE: 
在 Ra(B) 内 有 -一 画 数 1(z), 它 在 互 内 一 定点 Rm Rt 
ho(t)=X,, v=0, n; (5) 


其 中 Xo, +, Xn 篇 已 知 被 数落 且 


I(h)= [f RP do (6) 
取 极 小 值 .车 Mae (2, DAWA) Mb HAE (6) RUE Me 
数 且 设 Age (HÆRE, Ai 


Kyi [2,t]”” 
MEZe%n(z, tha — [x (Kult. ye 


Rule, 引 yen | j 


(X; >"? 
po Kn (t) = Be (Kaft, t] yal 


Kult, #1”*"| 
#. 给 一 充分 大 的 实数 4, RAT DARK A EN BEC Li 
是 人 条件 


(7) 


J(h)<A<co. 
BA a, AFTER EEE JOUE. (4, (2)} 
4% BEA —PAR REIS AK, AEBEK 


ND Atal), A,=J(h, $p). 
iis EAE NE PSK, 有 
> A À. (8) 


人 条件 (5) 可 以 写成 形式 
* 27 s 


€ 


DAs ()=X,,  v=0, n, 
"=I (9) 
DAPP (t)=%,,  v=0, =n, 
H=1 


篇 了 使 (8) 式 取 极 小 值 ,我 们 可 在 辅助 休 件 下 用 求 极 小 值 的 落 名 法 
Al, 4 o, RSF, (v=0,…， 1) RAPHE PF Bat PK 
>> A, A, -> (54 x }- 


-55, >> APR, | 
SEM A, À, (El, 2, - RMSE. 本 题 内 级 数 此 
TR. BRIE A RER, BR 


Au 25) pi (t), 
(10) 
A,- -5 andi? (t). | 


v0 


代入 (9) 式 ,得 | 
SVP DB) Rs, 8-0, =, n, 


H=1 v=0 


Se Har werwer, 8=0, +, n; 


D 3,k,, (t, t)=X,, s=0, eee 


vend 


z -OW (Ao Kalt, 8°" 
” (Kalt, 41)"**| ”- 
DR Kalt, D (11) 
” (Kult, 5] >") ` 
今 可 计算 以 o, 篇 项 表 出 的 A, 因此 2 IER ER 
. 28 « 


r 


Agon a(t) Re M Zorn (2, t), SOE CERES À DWAT”. 
Mo FE BS FR OT Be 2v 
H(#,2)= D>) D) Ota Oy = Gy (12) 


RH. Hia ES EBL, BEM Stoo |, |>0 wR, (22,2) D0, 
WEARS EE. S-HHRRCAT RARER 
FLAN". FRIAR A(x, 2) 成 形式 

H(x, 2) = 3 6, La, ote » 2%)? ’ L,= DL (13) 


v=0 


ko RHR. BEAR EE, 所 有 的 0, RER: 我 们 称 (13) 
RTE (12) RO MER He (Jacobi) BERK. 过 可 由 (12) 式 唯一 夏 定 
ze _ 
ARAHAL “ah RER Ln H, 2) 可 记 成 形式 
H(z, æ)= Sante, = 
v=0 H=0 
= nn Lnn Fan nı Bal; Fanin nni + 
+ Hannot lon TnTo t- 一 


nEn Hee (14) 


因此 RE > . 
On| Ln( o, = on Po + dint +- Onn Cn)’. (15) 


形 如 . 
H(x, y)= EE ans, Con 一 ar (16) 


2 一 0 w= 


DATERE EY o, …，zn 及 Vo, ve, Yn A ERR ESR | IKT 
TIR Kos erty En 及 Yos +, Yn Bo ee EARE EA. 特别 
有 ' 


H(x, y) = S10,L,(%,, ae) æ,) Ly (Yo, 1, Yy) (17) | 
v=o 
1) HAR Bergman 13, 94 及 以 下 。 
2) 见 [4, BLAI. 
4 29 e 


CAER IA BRE PERTE JERRI). 
GETER TAERA: 
Ee -pult Jy7-Pre-1 Kate, ‚yo? 


= | (Kilt, 41)” (Kult, Bye" 
En=-IRMERFTAREMRL FRAME SEHE 
En 1 ELSA TREE n RAE, 4 


(X1) nm 
i | AXoXa(t) = DES (Katt, t] yw (19) 


Kult, 21°] 


(18) 


可 展开 成 形式 

Axo QUE Xp t) — — 0 AX, X y 20 
ORT wy e 0 
而 4 篇 行列 式 


Kio(t,t) Koi(t,t) Kor( t,t) Kon(t,i) 


K,-1,cdt ’ t) “ K,-ıu-ı(t st) 下 Ted 下 -K,-ın( , t) 


Ay. = (UH Ä 
o. Kur,dt, 8 Kp, pt ,tb) Kytatilt,t)- K, tual, €) 


Ft De Kana tsb) Kitts Eee Run (ED) 

RHE RL ARATE, RI mo 

Au But) = Do [LE My D (22) 
BERODD AeA REE, 我 们 只 须 指 出 党 0<v<n 时 


LEO Xo X, P= (Kra [t, ED] EX (Kaa lt, pe 
| (Kelty | Ruder 


(23) 


HRv=on 可 用 公式 (15). 我 们 得 


of) (LY |? = -EEA AmXotAnXı+: + Ang Xal? = 


_ Kult, HDD] -| CR) (Kai ft, E] (24) 


(Kat, e" (Kult, pm ' 


» 30 + 


故 (23) 式 於 v 一 n HER. ABR Xo, Xn AEX. Meh: 
HER, (22) 是 定 正 而 因此 它 篇 极 小 值 当 LOX, Xe) =0 BE, 
BEEM ， 


n—] | 
> of | LMX, eee, X,){?, (25) 
- v=0 
B— TE 
min AXo Xs (4) = AT En (tb), 
1Xal<e 
因此 
~ n-i 
Ager (4) = D of L Xo X). (26) 
` v=0 


但 县 (18) 式 於 (2 一 1) 时 其 礁 。 因 此 (23) 式 对 "= 0, …, m—1 时 亦 
R 因此 (18) 式 对 一 邹 刀 均 已 性 及 ` 

.此 外 还 有 

Rou Karle, 21° em K(X Ke tO”) 
Ms (z, 9-2 ana ze] Er [t, en 

. |Korlz, 8 oe tt t])3*| 
(Er [t,t] eorex) * | 

KESRZERTHNERZ. RAEN ET 
HERRAR Kz, DAX, BIER. 此 季 内 第 一 定理 
FIRE RA EN 2 E A DR PRE RE EE A 
HE. 

Bergman 6,7, 13, 14, 22,13, 

Bieberbach. 


Bochner 1. 
Walsh 27, XI 章 ， 


1) SLT 29 H#t 1, 
31: 


III. RÉ ER ES IE 
1. 5] 


ES ZUNE I ES D: M: | Le AL: 
DIE SAAT Bs BAS RES . | 
首先 讨论 三 度 空 间 内 由 下 面 方程 定义 的 曲面 : 


Dil. 


z=p(u,v), y=ġp(u, 0), z=x(u, v), (A) 


方程 w=u(t), v=vt), bh<t<h, 
v= pluct), v], y= p[u(t), (t)], z=x[u(t), v(t)] (2) 
TRE T ERT (DLEE. Sonne RIE 


tn SEHE ate fan, € 


其 中 
ds'= Fdu?+2Fdudv+Gdv; - (4) 
ME, FRGRMUE u kovmi, A - 
E=(p3 +94 +8), FF = (PuPu + Pupo true), (5) 
| G= (93 +43 +23). E 
微分 形式 (4) 称 埋 曲 面 的 第 一 微分 形式 。 很 多 曲面 上 的 重要 性 搓 
ELERA. RAL, 任何 定 正 的 二 次 形式 
Ex +2Fry+GY, (6) 
ARR ERR u,v BENK-BHr er u KO HR E 
# 
ds’ = Edu?+2F dudv+ Gdv’, 
HERRE. 
eE 
3 f ds=0 (7) 
BA) a fet Ee ee. A, a_i, RR 
1 32 « 


HRA RAH. IPRA RR RR AEE. 

x PAR ZI AM MAB, 36 PER SR 
面 , RE PAKETE PT AREER D. APı 
及 Pa 篇 此 平面 之 各 种 可 能 方向 下 所 得 之 最 大 及 最 小 值 , 则 乘积 


1 (8) 


cai. 
Pı P 
PÆ, EHRE P RR rc. 曲面 的 曲率 可 以 
用 第 一 基本 形式 表册 TARH: 
C= 1 ar F- OF 10G 


2H loulEH ðv H Ou. 


+2. 2 OF 1 ðE ESEN, 


9 
H ðu H ðv EH ðu (9) 


其 中 
HM=EG-—F, (10) 
车 我 们 雁 曲 面 上 引入 新 的 ( 曲 粮 的 ) 坐 桂 , 7 | 
U=U(E, n), vr) (11) 
PTE RE RS | 
2. 78 SS RE EH 
R-PHAA-KB. HREBRFER 
dst= Kp(z, 2)|dz|?=Ka(z, 2) [da®-+dy"], (12) 
所 定义 , 即 


E=G=Kp(z,%), F=0, 
而 Kp(z, DRM. 因 Ke(z,2)>0, 故 形式 篇 定 正 。 我 们 可 
ARISI B 共 形 映照 到 B 而 距离 定义 如 前 (当然 我 们 用 的 是 
B AB), RÉ RE RE. ME, BEREITETE 
fi. 把 B 映 照 到 B’ 上 的 画 数 记 篇 
《由 (2)， (18) 
HARRA c= (0), B PERTE do., Bb ROLE 
5 der dEdn, 而 6 +in=C. RK) B— CB) AAR, AI 
WROL (OBR OCB). HEEL, A 


a _ , 2 0(Ë,7) | 
Lf, EEPO doc [f re FWP SE Dae, 


= [J ita? de: (14) 


FAAS raat 
d(Ë,n) = lé" ti 15) 
Say WO ( 
Ay {h,(2)} BBP PRIA KR. RÉ 
%, (0) =O EACLE) (v=1, 2,0) | (16) 


构成 B' AARBAER. dR ERE 
Kal, C= ANNIE (CNE LPC DIY OOD 


| NIE HT) BA), (17) 
vol . . 
或 
Bot, E)=Ka(e, à) Z(H), 
1 
因此 得 到 8' ARTE 
a = Ente, Didi? Kale, |El agaa, (19) 


| SK (18) ACI EHER TER RENT BANN Æ 

REITER ERHTBERNILBER. 
MSHERCHRREIEME BRA. 4B 

可 共 形 映照 页 B', MB SERIE B Sk. Hey 

话说 , 属 放 等 价 类 内 的 诗 域 有 同一 基本 空间. 在 B 域 内 欧 拓 坐标 

©, 定义 了 基本 空间 内 坐标 系 , 与 也 对 等 的 域 B' 中 的 欧 氏 坐标 定 

- 闵 了 基本 空间 内 的 另 一 坐标 系 。 故 属 庆 同一 等 价 类 的 一 域 共 形 郁 

换 汉 应 大 改 妊 大 中 基本 空间 的 坐标 ， 


3. H E mR 


KER ERRE. BRB’ 
RIRE B'CB; ds 及 ds’ 是 由 (12) RAIE BR B' 内 所 
. 34 « 


(18) 


EME ICAL, Al 

ds’>ds, (20) 
LEAR BRB 相合 之 情况 下 才 成 立 .事实 上 ， 由 钛 (12) 
À, REE 
Kp(2, 2)<Kp(2, 2), . (21) 
RPTE (20). 
但 [Ka(z ,3)]-: 篇 积分 


JL de 


在 辅助 条件 f(z)=1 之 下 的 极 小 值 ， 所 以 

1 Kp(t,z)|? Kz(t, 2) 
Kp(z, af Kp(2,2) a< ff, Kyle, 2) 
它 是 相当 於 (21) 式 的 ， 


(20) 式 当 刀 及 闻 ' 坊 音速 通 域 情 况 下 时 特别 重要 . RER 
REH, HK = f(z) 使 B 共 形 映照 到 B’, 而 使 t= f(t) Rea, 


1 
~ Kp(2,2) ? 


et HEAR. BT UR A, Be B BRENNA 


部 .在 此 情况 下 


Kp(2, à)= 1 


+ act 
jaz] 
nt(1—|2|4)" 
在 共 形 映照 cw F, ds RARE. Ab 
laz| 
nt (A—|z|?) 
BR dsp’ FA(20) RA FERRB TLR F, 22 
| do| < | dz 


1—|o|? `i- jz?" 


所 以 有 


dsg= 


(sg = 


O ERRAR ME MR ER ET FRE J — 


HR. 有 ; 
常数 因子 不 管 一 一 匹克 - 邦 加 菜 (Pick-Poincafe) 的 古典 度量 2 . 
1) B, 41 页 ] 及 [18, 5 页 ] 


今 可 利用 公式 (9) 计 算 此 种 度量 的 曲率 . 我 们 有 


7 1 
E = G= 一 一 一 一 一 一 一 F=0 22, 
noah yy’ ， (22) 
C= —Ar, (23) 


注意 此 曲 牵 是 一 常数 , 在 多 连通 域 中 , SCHERER ERE 
引进 世 有 一 负 的 常数 曲率 。 ERR RRM RE IA FT, TE 
RE BRA, 可 参阅 禁 偷 加 未 次 及 卡 发 利 富 (Zarankie- 
wiz 及 Kufareff ) 的 著作 ， | 


4 — We 
过 方便 起 见 介 丰 微分 算 子 .本 和 节 内 当 研 究 度 量 的 若干 简单 性 
A. | 

0 _1f/ 9 ia 9 1/0 ia 
ler i2} FE 1(2 +12), 

ð 1/0 ,ð a_1/e,,6 

se alee i>), EH), 

z=%+iy, C=E+in, 


AG FOOI 2 的 解析 画 数 , AI 


ei . 
Ox oy 6¢ 
优 此 ,车 1(#) 篇 Z RE nape 划 有 
f(z) = ED, 


AG UL, YAMUREO, DRE, RI 
ðu _ 1/ou ou 1 fou Ov _ 工 
(5) = LE Han) ge tin). 


NE 2\èr Oy ðs Ox 
ATORRA Uti, 从 而 有 | 
ðu ly 
Əz 2 f (z), 
Hih 3 : 
az 2! O 


AAAA hee BOK. 
« 86 è | 


A 


- 命 B 篇 一 任意 域 , 在 ? RAI CCR 


C(z)= ia (24) 
| Ä ay 
B ARONS 
a 19K, 0 19K 
Ce -二 Ox K 0x Oy K oa l= 


1 Oe | K=K(2,2). 
2K ox? 


ARRE, 可 记 成 形式 


2 log K 
C 一 一 二 25 
(2) K ozz ` (25) 
4 - - 
2 
CE K -4 | KoKo —KoKn| ; 
因此 
Ko K 
C(z)= —2 00 ol 
K| Ko Kal 


HAH HAT hA NI 2 Fi RA Z. HEKK- | 
=Kp(%, DASR JEA ` 


Ko Kal“! . 
12 K .. 36 
2 Ky Ky (28) 
因此 ae 
C2) = — 2a? (27) 
a 


HES, HA BE. KERKREG REENER. 
Br HE 4 素 出 之 事实 可 使 我 们 在 任意 域 B8 内 一 点 z 
上 计算 曲 牵 的 上 界 及 下 界 . RI RABMS AFTER, H 
有 
ICBcA, . | (28) 
由 4 值 的 定 闵 得 | 
APSARA, PIGS. | (29) 
因此 
.37 8 


2 aca ao. a) (80) 


SK TRA PIRRE 2 点 到 BRR ER DRAKE RE: H “tt 

BIR’! RAF ATEN z 篇 心 及 各 以 7 及 已 篇 后 径 之 图 # 

WIS A MR aL À, AR, Bak, AR, 则 有 

er ET CCE — S X, 

. R 

ATE 
A(z)=nN, LOS M(z)=nR?, 10(2 ) 一 rE, (31) 


因此 au un 
(eee (5). 
AP ERIE TES HERAN LEER, 篇 此 ,事先 指出 在 对 域 
不 是 有 界 的 情况 下 , 当 如 何 拓 广 核 画 数 , 度量 , 积分 最 小 值 等 等 的 
ER. POR IPAS HH, 上 述 概 念 对 不 是 和 单 覆 域 来 说 如 何 定义 . 
设 B 篇 一 任意 域 而 能 共 形 映 腿 到 有 界 的 弟 徐 域 B*。 4 2 = 
一 Z(z") 篇 B* in] BAR, Hi 2*=2"(2) BHM. # 


. {d,(2*)} zu (32) 
B B* PAR EHER ERHETLZERE, RRR | 
tr) (33) 


篇 B 内 完 双 就 能 音 交 和 集 。 令 可 定 族 Ka(z,?) = LI, 4,(2) 8,0), 
”上 且 一 如 从 前 用 此 核 画 数 造 一 黎 曼 度量 . 此 度量 显然 器 共 形 郴 换 有 
AB. WARE PURE A MAGIE KR 
存在 .但 车 B 能 共 形 映 照办 一 有 界 域 上 , 如 此 之 集 也 能 得 型 存在 
性 . 
SENRREBREBHARLGER. Bt BBE, 是 
设 遇 B 的 界 点 有 二 图 其 中 之 一 全 在 域内 ;而 另 一 伞 符 在 域外 ， 我 
们 很 感 典 趣 的 来 假 股 界 点 在 原点 上 , 下 此 图 有 形式 | | 
k-nKkrn k+nl<n 0,7220, (34) 


邻 我 们 希望 知道 党 沿 属 形 域 jarg << Ri RE 
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FR, PT: Ke(z, 2) HR. HARTE |z +r] =r 的 外 
部 , 及 用 了 表示 图 |z 一 "|=71 的 内 部 。 了 及 和 4 的 得 出 可 以 由 於 音 
ALB) je | 之 1 分 别 施行 磷 换 

z=r 十 和 z= (2)—n. 


因此 


Ty 
(35) 


当 z 在 属 形 域 1arg z| < Kacy Pt TIRE, AU 


多 十 多 
因此 | 
dim [(2+2) Ki(z, 21-4. (36) 
同 法 可 知 | 
lim [(2-+2)" Ka(z, 21-1. (37) 


BR ICBCA Boe 
- (242K S242) Kn>(zt2PKa, 
因此 
lim (2+2)? Kp(%, 2)= =}. (38) 

DER AE LE RR. LE RE SH 
| BULB A. BIC SRE. 
EE BSE Eh RER NS SS SER 

Ay Cr(z) 及 Cal) 分 别 表示 对 应 於 1 域 及 AH TER. 
I 及 4 对 等 从 单位 图 , 因此 G(z)=4r, ¢4(z) 三 一 47, 用 (35) 可 计 
算出 


° 39 + 


lim AE) xn, lim a9 Lx (39) 


220 (2+2) 20 (2+2)? 
lim AZ) ==, lim a2 AG) ==, (40) 
2-90 (2+2)* 2 z>0 (2+2)' 2 
RR 
2(4! y? 2(4 y 
>- 
故 有 
lim C(2)= —Ar, (41) 
2>0 
因此 我 人 已 但 及 以 下 定名 


. . è è àa è è e a a o Tr ¢ o a o 


,一 在 互 内 ; 二 在 B 外 ， a lim O(2)= —4r. AT à arts 5 
Be ELTA a CE. 

A} Zo ROR PSE NE 在 每 一 个 方向 我 们 由 2 MPS EX 
Fe ERR PUREE D |, ARTEN, ARCH AHA A (A 
因此 在 % SRB MEHR, CRE 20 WARE JE T E 
(此 曲 炎 不 须要 必 在 B 内 )， ER ETE EU BR PT BT 
À, HR INT 


ds- 
| dz |iz=zo 
RAMI, hee IH. 
分 别 把 IL, (DRIL (T) Age (ER Me Foz, OR 
利用 公式 (12) BAR aE BA SE) a EEEE, 可知 上 面 


的 量 常 能 表示 Ale (2) 或 Ma (2, t) SME. 例如 ,得 
Kp(z, 2)= [入 (2)]- 及 (24) 式 。 另 一 方面 存在 各 种 关 傈 表 未 了 
Met) Ma(z, RER BIR. Pile Anh) BEER AA 
於 互 .本 章 及 上 一 章 便 示 出 诺 例 [ 见 (20)，( 狂 )] 如 何 用 此 等 事实 
ZEITEN. 此 种 步 态 是 称 篇 最 小 积分 法 ， 


而 且 可 进一步 ,用 永定 由 度量 (12) 所 定 的 各 种 不 多 式 的 界 ;用 求 研 
‘40 +. 5 


= [K(2,, 2)1? 


究 在 欧 氏 空间 的 域 在 其 中 不 炙 性 度量 (12) 具 有 某 些 能 够 明 沉 的 性 
A, 及 用 在 偏差 理论 等 等 中 。 

Bergman 6, 7, 11, 13, 

Carathéodory 1,1. 


Kufareff. ` 
Zarankiewicz 1, 2. 
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IV. BARRE MERE © 


前 章 之 发 展 角 专门 葵 及 在 已 知 BRA TRUE SERA RÉ, 而 
AAMAULER RAR RRR. 此 注意 引入 了 希望 ,车 我 
们 陆 炉 除去 已 用 画 数 葵 的 方法 而 余下 的 “骨骼 ">， 则 可 用 到 其 它 数 
PRH BLUE BEAT RER RE EAA GRE. 

FR RAGE. RRO RKN 
ERFR LIE — ARR NEEE. EE 
HANER: EEE ERP EE NA, SA 8 
法 则 及 技巧 都 是 很 有 用 的 . 对 被 克 画 数 内 有 用 的 一 个 单独 方法 或 
技巧 有 时 可 拓展 到 有 关 的 伟 域 上 ， 事 实 上 许多 不 同方 法 同时 有 效 
Tid RE} BC Le ER. 

AFS BT a RT CHE BR BUN STE A EUR 
中 , 那 是 很 自然 的 , Gilde SCHERE BIC J SER FE 
的 椭圆 微分 方程 的 画 数 ， 如 此 之 企图 时 常 有 许多 光平 不 能 克服 的 
PARDEE, EE aE EER as Éd 
RER, 即使 在 非常 接近 有 关 域 中 亦 失效 , ERIE 
两 领域 中 何以 业 果 比较 贫乏 . 

氛 此 说 法 ， 在 前 章 醒 数理 葵 所 得 的 业 果 由 凑 所 用 方法 公用 到 
一 些 解析 画 数 与 其 它 许多 各 种 画 数 类 也 共同 有 的 性 袖 ， 过 一 事实 
得 到 特别 意义。 不 仅 此 新 方法 使 不同 俩 域内 喜 生 新 粘 果 , 而 且 亦 
HL A oP PML A 
RR. 、 

EMER, 我 们 股 解析 画 数 条 (f) 在 域内 正则 而 有 一 有 
_ 限 的 积分 
hes te) = ff 10 dedy, 
且 由 休 件 

(fs, t= ff, (ay FE) da dy = Bry 
. 42 。 


MREZE. 淮 照 上 述 , 今 我 们 将 重 立 基 本 法 旭 使 它们 对 一 般 
BH RR KR, ESC OAR RAR 
ZA BAYS EBA EDE, FS IL FRM LORE DRA M 
{AREAS OEE 

ABEERSARNA BARA TRE, MARE 
此 插入 奥 此 有 关 的 定 闵 . | | 

车 满足 如 下 休 件 *(A), (B)R(C), R H EEE. 

(A) HEE”, RAG’ R HSH’, CMAP RER. 

(a)— AER ES, BEE A SEK a Bb AI 
数 a 及 B, TX aa + Bb EZE PSE SRE ELLE HR IX 量 代 数 
的 常用 规则 

Ob) HE ESTER RE, EHRE ICH =, 能 数 ||z|| 
HITZE: ||z||>>0 而 ||zl|= 0， 当 且 仅 当 z=0; [el 
三 角 不 等 式 , 即 . 

læ +yli <le + vll. 
le CREM, ZX x Ry MHRA [le —l|. 
一 数列 Le.) BAKER 若 |e —2,|[ 90, 一 数列 n) 称 篇 柯 
西 (Cauchy ) 数 列 ， À lim || Te — tall =O, 

(OZN HEREIN, BEACH H eh ARTE 
HK. 

(B)H ASCH RER || = (Q(x,x) 六 ,而 Q(x,y) 
BEFREIEN. HD Q(t, VAS — RS chy 的 被 数 且 满 
ETR 

Q(z, y)=QU, 8), 
Q(axı+ Br, y)=aQ (x, Y)+BQ(%, Y), 
Az, 2)>0, 用 等 号 只 当 20. | 

(C) 201 A AFT Be, 即 一 数 集 {4} (u € HE x € H 
可 表示 篇 x = 2° a 而 oi MR, Te = DT ai us 77 
tim \la— Diei att; || = 

1) RAKE WAS BERS He HAE RE , BD ETT MEA RB. 
"43° 


RR} AURA RAREN H, HA (f) SHARE, 
© DE 由 下 兽人 条 件 
(fos fu) = Bus 
POR. STORER AEB PRO, EM 
MIE AO ET NB 


KP, =S fP RO. — . A) 


ERDE Eee. ER AREE, IE 
IR ALES. AH TRETEN. 他们 以 
FREES CE Pe. 此 不 我 们 只 渝 及 第 一 类 型 . 

. PR (1) 的 存在 已 有 保障 ， 则 第 I 一 III ARR 
驳 单 值 解析 正则 於 一 已 知 域 以 友 对 以 前 探 用 特殊 定义 模 方 等 大 部 
分 理论 可 沭 字 逐 句 地 推广 到 一 般 情况 中 。 例如 , RPP EE 
VER, Me SRR: (f,f)=min, f(Q)=1, fE 


K(P,Q) 1 
Ri} 的 包 集中 ， AMG 0)’ , 且 最 小 ER 70 0 . À 
ERBRECHT (A) 的 于 包 的 画 数 坟 的 再 生性 里 ,即便 


FR 


| (KP), K(P, Q))=f(Q) (2) 
HT ERR TER eR 容易 NE 
得 。 
(x,y) 是 恒 正 有 定海 密 顿 二 次 形式 , 若 4 篇 补 参 数 , 则 有 
O<(K-+Af, K+Af)=(K, K)+2Re {A(F, K)} +I, F). 
SRE ER BE AURA SN HE 
IC, K)/*<(K, K) (f, f). 


e 


BD (2), 产生 
| 1f(Q)|<(KQ, Q) -IIF 
下 面 不 等 式 的 存在 
\f(P)|<M(P)IIfII, BE (3) 
(BL BEM (P) RER PIERRE) ERINEDES BA 
膀 空 间 内 所 需 的 核 画 数 存 在 的 必要 人 条 件 . 另 一 方 面 车 有 不 等 式 
.44 « 


(3) 式 ， 前 花 引 出 核 西数 的 极 小 半 题 在 系 (f) 的 于 包 内 有 一 解 . 
荐 考 不 内 伍 明 不 等 式 (3) 式 之 存在 而 得 出 核 丽 数 之 存在 ， 故 (3) 式 
是 一 个 方便 的 对 已 知 画 数 类 及 已 知 就 条 化 的 核 画 数 的 存在 性 的 充 
Hi. 

BEE BEI ER BE PRE MIE EREE HP RUA JE He 
引出 有 天 雪 无 花 引 理 的 概念 ) 不 能 MIRE RITTER a 
REWA. 然而 在 较 一 般 化 情况 时 , 其 中 包括 最 重要 的 特别 情 
驶 ,此 粘 果 常 是 可 能 的 。 屋 丽 数 户 在 基本 域 D AXES, HAE 
IREM D, BR RTE |fllo. EBRED A 2% 

Dr 内 可 定 闵 饮 数 |/la,, BA 

Iflo<Ilflio. 
此 了 时, 例如 , BB || fll > B— FE, D 上 取 定 正 的 容积 积分 . 

Ay Q F D' 的 一 点 (自然 亦 篇 刀 的 ) 且 将 系 (e) 的 核 画 数 一 
BRIER D! N — NER (I fll 者 用 KP, ORRE. 
PS CH 


1 <l|Ko(P,Q) |b 
Kp'(Q,Q) © Ki(@,Q) “ 
因此 , ERRANEZ, AH | Ko(P,@)||o'<||Ko(P, lo. , 


由 此 可 得 
1 1 < Kp(P,Q)||5 
Kp'(Q,Q) K4(Q,Q) | =E, Q)’ 
Kp(Q, Q)<K»'(Q, Q). 
所 以 Ko(Q, @) Rta SARNIA ER n. 
ERE YD Bh Rey EME AR TM AR AIR 
再 在 此 葵 述 . 


Aronszajn 3，4，5。 


因此 


Bergman 6. 

Bergman and Schiffer 3, 6, 7. 
v. Neumann 19. 

v, Nagy. 

Stone 23, 


V. 典型 区 域 函 数 的 表示 
1 KERNE 、 


在 本 章 中 , 我 们 将 引 和 进 区 域 了 内 的 再 和 面 数 的 封 并 系 ,它们 对 
wok EE (Dirichlet) 

Do à am à 
Die Stats] 

交 的 。 TRENNEN BB BE EE, 我 
PAS LTA AHS B ky HT MR RÉIÉAUN ER. 

我 们 假设 区 域 B 具有 有 限 连 通 数 p, EHER O HAE 
$E 51, e, bp 所 租 成 。 RPR HREN, MEERA EN 
| ORNE. BSR M Et G(z, O Bi TT: Gz, OBER 
z € B REI 22 C 外 是 请 和 的 ,而 G(z,0)+log|z—C | emi zal 
处 调和 , LE z 趋 近 从 2 时 8G(z, CORRE. BARKS MH 
SA SE SRA PE A, 且 满 足 人 条件 


ONC, > 4) const,  (2€b) (1) 
On, 
f we, Ods,=0, (2) 
BE n, À b HE 2€ RMP. | 


容易 看 到 , (L) RER EURE 27/1, SRL 0 的 长 度 ， 
HAL RRO z= 篇 中 心 ,7 篇 咎 径 的 小 图 。 於是 按照 格林 
BX ， 
ON 
ome = s= [5 
BANRAE REA r A 的 缘故 . 
ER 假使 我 们 要 求 


ON(2, ©) e= const, | (2€b) 
On, . 


z L rdb +O(r)=2x+0(1r) =27, 
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那 示 我 们 必须 有 c=27/1. ` 
如 所 周知 , 画 数 G(z,“) 和 N(z,《) 是 存在 的 0。 它 们 满足 对 
FAVE RE BRK: 
, Giz, SIEGE, 2), N(z, €)=N(E, 2), (3) 
PROVE PR CALE AN z 一 样 是 调和 的 .我 们 仅 对 入 广 此 半 称 、 
性 , SWR G 的 证 朋 是 完全 相似 的 .我 们 以 T* 写 以 t=z 篇 中 . 
心 , 7 SERB, 由 (1) 及 (2), 我 们 得 


2r[N(z, 人) 一 NG 2)] =lim [| NCE, ©) 
_ öN(t,£) 
NE D as 
_ ON(E,2) _ ON(t,6) 
= f ince.) ALNG, 2) on bas 


= 22 / Nt, as S N(t, z)ds,=0, 
byob Lvb 


REC). 
我 们 以 AB) EREB A EIER: 
D {pj =D {9,9} <, (4) 


人 was -0 (5) 


”的 日 值 调 和 画 数 族 。 休 件 (5) 是 有 多 束 的 , AERE A A R 
Woa), CRER), 但 对 帮 它 来 说 (5) 没 有 意义 。 DHE 
出 , 条 件 (5) 可 以 改 篇 另 一 不 同 的 形式 一 一 公式 (14) 一 一 它 可 应 用 
从 满足 条件 (4) 的 最 普 肖 的 调和 画 数 . 由 格林 定理 , 我 们 有 


DIN(z, €), p(C)}= hes Se, x 22} do = 


ON ON 
= +lim — ds -f —— dsp= 6 
esr One” c b ong £ (6) 


T0 | 


m a 一 


= Re, p ds=2np(2), 


1) 参看 [12, 第 9 81. 
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我 们 以 w(z, C) 记 B iA RRA eR, 当 2 趋向 於 由 2 上 
的 弧 所 租 戌 的 某 集合 C 时 , CHARR Ls 而 当 2 Rd 上 的 其 它 
部 分 时 , CHO. olz, CORES C CHAN B) 在 2 点 的 调和 测 
BE. SED 由 2p 个 互 不 相 联 的 曲 米 Di, +++, Do 所 组 成 ， 则 我 们 将 以 - 
wo» 记 b, 的 调和 测度 ， 由 格林 公式 ,我们 有 
NORD REF as, 


因而 由 ©, (2) a PEE | 
wares fy, SOS dey, — 
车 以 HC， ees ae, DÉSERT PMR, 则 由 柯 西 - 歼 
RDR, 我 们 有 SO me a ,因而 


ER, À cnn aes b,, 划一 2riw, (2) ET BK PCC, 2)= 
=G(C, 2) +iH(¢, 2) 的 周期 . 

ABM 29. 0,(2)=1, 但 任意 2 一 1 个 调和 测度 都 是 粮 性 
SRE BB 

我 们 以 ©, (% HOGS AN BU BE ot ham LE 

F(z) =0,(2) +10,(2), v=, +, P, 

FÉES BRS SS BAR IR, mi PCC, 2) 称 篇 第 三 类 画 数 . 

VA toy BE F(Z) BP IE Bh Be D, Se 我 们 有 


2 ds, 
u Sn 


Ow Ow ) 
rw 21 w,) ds=0 
/,( On + On je 


我 们 可 以 容易 地 导出 对 称 关 傈 式 
y Bu Pan 
SMALE A Se I hs Apa, 我 们 有 
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~ Pru = b, 252) = — b 


Oy 7 as 


Da Xp >> >> hf, 2 - 


=1 H=] 


» ds = 


>? > auf, en en 
eee o, Sr} ds= 


1 H=1 
> luon) ds, (8) 
HB &,(1<v< Lier 我 们 有 
D—1 »—1 
>) bspw = DI) 40,10, 
He] Hai 
因而 行列 式 | (Da) POP | KBB, 


EE, 我们 可 以 将 任意 一 个 在 B RAN EEE f(z) 的 积 
DRA- WAM Fi, +, F, 2-H EMR EMA. 事 


BE, MARK /f(z) de BH CARL b, 的 途径 的 周期 入 
aval, …，2)。 我 们 建立 形 如 


2-1 
F(a)= HF) 


RER 使 其 具有 周期 ww， Barmen, XY SAT BUR DIT | . 
TRF, 因而 方程 组 


i Dapama,  s=1, +, p—1 
j=1 ` 


有 一 解 ， 画 数 /jz)dz 一 PP(z) 显然 没有 周期 ， 而 IO TRAR 
À 

Si Hayde=a(e)+ Sur, n () 
BH MOL | 


1) POSER , BRIE AMI ROME BA BRAG Caer) BR nn ER Hp 
足 标 k, l 由 1 wN N, 


. = 49 « 


ER FOR S RK BLAS, ERSTES 
EEE 2 一 1 的 到 黎 曼 曲面 上 的 第 一 类 阿 具 笨 (Abel) 积分 相 
似 5。 RÉALISER, RIRE PO, C) ( 它 的 实 部 篇 格林 画 
数 G(z,《)) 篇 第 三 类 画 数 .追随 过 个 相似 性 , 自然 要 在 B 内 定义 

第 二 类 画 数 ，S(z)= 6(2)+it(2) BBE B AUS MERE, In 
果 它 在 B 内 除开 有 限 多 个 极点 外 是 正则 的 , 且 其 实 部 在 每 一 5。 上 
BEB. 第 二 类 画 数 最 简单 的 例子 乃 是 第 三 类 丽 数 P(z, 0) 对 
其 参数 的 实 部 的 微 商 LPC, CIE (C=F+in), BARE, 
O[P(z, C)1/08 在 z= EHER 的 种 点 , HR 2 € b 

Re i [P(z, 6)]}=0. 


2. EZMA 


篇 了 引进 直 交 调和 画 数 的 封 阴 系 ， 我 们 来 定义 族 B) 的 子 
RUB), 它 由 忌 ( 了 3) 中 那些 具有 单 值 不 定 积分 的 画 数 的 全 体 所 帮 


成 。 EMERE PAH 22( 了 3) 引 进 封闭 柔 时 所 作 的 那样 ， 我 们 


AY LACE OCB) REPÉRÉ MES MR (0,0). 我 们 用 通常 
B TSF ie BETH MIE RER BR 


Eele, E) =D 9,2)9,%). (10) 


HERRAS, ERREA 
ET 
所 引进 的 度量 上 , 着 是 自然 的 ， 
RAER AB), 它 在 B 内 详 足 人 条件 (5)， 且 由 具有 有 限 狄 
ER 
D{p}=D{p,p}<c 
eA mim AL: Armen, es AXB), 存在 一 封 


ee 


Die. oi vhs nl, u, ` vou, (11) - 
1) 在 夏 德 基 (Schottky) 的 理 葵 中 , 它们 是 直接 从 蛋 覆 面 上 的 积分 提 得 的 . 
60 e 


at p E ANB) ARIRAN V. 与 前 相同 以 ov(2) 

2b, yaa se E 92 在 b LEERT, MAE 
理 我 们 有 | 
Dip, o= fo, 22 ds= - f, 28 d= 

_f pa 0: 

-人 Sy ds= f, dy(s)=0; (12) 
若 遗 後 一 条 件 不 满足 ， 则 头 助 於 下 述 技巧 ， 我 们 仍 可 苯 明 Dip, 
ov} 一 0。 以 Be 记 由 调和 测度 ©, CORRE wo,(z)=e 及 (2) 一 
二 1se(e>0) 所 图 成 的 的 子 区域 . 则 曲线 %,(z)=1 一 e 在 Be 内 
”的 调和 测度 显然 由 


w,(2)—E€ 
工 一 28 


ri. 因 篇 92 在 B. WAR LET RER, 由 (12) 我 们 有 


AE Ol, 2e 5 OF 2u, (2 29) | qu =0, 


w,(2, e)= 


所 以 


I (22 ðv, +22 20) du = 0. 
Be\Ox Ox tay oy 


Ay 6 MRO, RARES Dio,o,}=0. . 

现在 让 我 们 重新 考虑 PEAB) AER RS V FT PRS i 
的 一 般 情形 。 因 篇 犹 里 希 菜 积分 Div >} BROT HMA 
Bi, 皇 我 们 希望 把 Dip, o) WEE, EREHE E pK 0 0 时 
FSRR, RARE HMRC BR AB). E 
(ATAPI, Ue KN 
IE LCA BE ESE T RR PB ERA. 

A ¢(2) RA BBE Ma TZ, PAAR 


| [,9(2)d8.=0 (13) | 
REM. ATURE BE, AI GS) I 
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D {N(2, Co), p}=2rp(6o) (14) 
REX. EEN, CE BARRE REX, 以 固定 点 Col Sa € B) 
RETE. AODA ERR, 此 二 人 条件 是 等 价 的 , ERRAR 


D{N(2,¢), = [, p NEE) ds, tim Jp NT) dss, 
EE C, 篇 贺 周 |z 一 “|=7, AT 
D{N(2,),0}=— f pds, +2mp(6)=2n9(C), 


ONAREN, SIERD PC AB), 9(2)-+id (2) FRS 
F, ALA LM, BG 


G z 2 一 1 
p(z)=Rel a, [| 9,(tat+ >) pF,(z) }, 
v=] y=] 
ER 9(t) EPB), | 
Res |” 9. Chat 的 实 部 奥 虚 部 分 出 


F g,(t)dt=p.(z)+ip,(2), 
ERRERA BCE P. EA, 4, EA, 旭 将 有 关 傈 式 
J2(9,, Üa) = D{¢,, Pu} —iD{p., d.)= 
=D{y,, bi} tiD{ h, Put = Svu. 

Rt HE An BOS RA E RACE 
部 ， 那 未 显然 ， 联合 画 数 Pı, Pi, Pa, Ya, vee 以 及 西数 o,(v=1, very 
p 一 1) 可 以 作成 A(B) 之 一 封 阴 系 , AR oy 都 是 实数 , 在 作成 此 
系 时 部 不 必须 麻 用 丽 数 5, 我 们 只 需 来 就 秀 埋 交 化 w,,v 二 1,…， 
p—1. 

HARB elz, 5) 的 收 仇 性 我 们 得 出 调和 核 画 数 


kaz, O= 2 {Pr(Z) PF) +d (2) C DPF 


+5 Cut, ()o(E) 


»,u=1 


HR. EE Cu 篇 将 名 » CAE E Ze 4E BR AE A, 而 
Cou Cuve kg(z, CRAMER 
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kg(z, C)=kp(l,2), (15) 


pCz)=D{ks(z, up, PEN, (16) 
过 表征 出 它 的 唯一 性 ， 
因此 
k=kp(2, ¢)= D 809.60) (17) 


HS A? 中 任 一 封闭 直 交 条 fg,} 成 立 , 而 核 画 数 公公 依 顿 於 区 域 卫 。 
D {k+9}=D {k}+2D {k, p}+D {p} 
及 (16) 推 出 画 数 


k(z, ©) 
m, O= REE 


是 AB) 内 所 有 满足 人 条件 PCC ) = ARTE Bohak HR SR BR 
分 Dip} EER Boe NA BR. 


3. REN ER ERRIRE 


À rh BPG RE BREL &(z，《) ,格林 画 数 G(2, OARA 
PRE BCE ch i AU ARR 


se + +» 


kz, Zar IN(z, ©) -G(z, ©)1 (18) 


HRK. 

(18) ARE AB) RAMME, MRENE 
(ER A Be RHETT 16), 划 恒等式 (18) 将 被 建立 。 因 
此 ， 我 们 下 一 步 的 工作 就 在 大 对 所 有 的 pe) EA ART SE HE PA 
DIN(z, €), p} Æ DIG(z, C) e}. 

EA ERBE ML, 则 由 (14) 我 们 有 

D{N(z, 6), 9(2)|=2r9(6 ), (19) 
MC EB. Fi, BSE Eo EUR 


一 Op 
DIG(z,¢), p(z)}= See. €) On + 
。 rs OD 
Him f G(z, ©) on ds, 
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EXC, 篇 图 周 |z 一 1=7?。 AR G, CE b ESO, AR 
个 积分 显然 趋向 於 0， 我 们 有 
D{G(z, €), p(z)}=0, (20) 


a 28 2 eb ERER, RAP EREBI(20) RIL, BERIA 


CFU FPE JE ue G( 2, C) = e il 
成 的 区 域 Be KEK B, Ae 
明 (12) 同 样 的 方式 来 进行 之 。 
HR AB) PARTE b LER 
的 画 数 p(z), (19) RARER BES 
RE, ARPE SA 
由 族 和 (已 ) 的 定义 ，(14) 对 固定 
的 点 Co € B 成 立 。 所以, 如果 我 
图 wo - REA T 
4 DIN(z, E)—N(2, Co), O(Z)} = 2 P(C)—@(Co)]1, (21) 
RI(19 SUES. ER 
N=EN(2; 6, 6) =N(z, €)—N(2, Čo) 
显然 有 在 DÉMARRER. WERN (Z; C, Co) 的 共 辆 调和 画 
we N (2; €, CHERS C, Co RAM + On, CHE AUS b 是 
没有 周期 的 ， 更 有 进 者 , 在 每 一 0,(v 一 1，…, pÈ, N 篇 常数 , 姑 
BZB ©: N=c,, 
当 和 由 一 co BEE] +00 时 ， Beer N = cyt e hi He, 3 
HER 的 一 部 分 而 以 《 HSE. BERPED, 我 们 可 以 用 四 
Reh | 


Coy: Nacte, wo<N<B,, 


Co»: N=B,, ` 2 一 sc<AN<c+e， 
Co: N=c,-s, a ENLPE,, | 
Cast N=a,, c,—exN<e,+e 


ROBE bs. EX w ARNE b, .上 的 最 小 值 , 而 By ABN ZTE 


1) BEE HR CN <6” a ON = —e EE CN era Nes, 
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b, 上 的 最 天 值 。 DT 及 Ce ABER Ce: 及 Cei LE, 我 们 
.得 到 在 B 内 以 Cs 及 Cs BRAM ER Be (参看 图 2, MAC, 
和 Ce PURRE. BERMA 


If, ra , Co) or ING, » Co) A dedy= 


= im ff, [ONCE 60) ,C0) Se ana, » So) 52 |ara = 


=2n [9(6) PC] im f, NUE LC) ds 一 


—lim fo? ONE, Eo ds, 


€> 0 


党 2 EC., ON em- 0. EC, RB Ce 上 的 点 与 了 之 距 


，” 座 有 一 正 的 最 小 值 ,所 以 
Le Pn cml, ON as|- 4Mpe, 


RE 6-0, 我 们 得 到 恒等式 (21). 过 就 完成 了 (19) 的 葡 阴 . 
HEE (19) (20 ) 我 们 得 到 


Dix IN(2, €)—G(2, 6)1, (ayb= oe), (22) 
us 


ET BK 
AIM, 0-66, €) 
Dr 


SLA ED CU Count VU) E. 
HERO, SES AL MANN TT SN RS 
BEBE. SHERE EARDERE B NEA 
AS, 在 5 HUE MSIE CC )CC ED), BRAR, JERE 
的 解 wz) 有 形式 ， 
u faute) SED ag, | 


出 (18), 在 2 上 我 们 有 
| ~ 55> 


Ok(z,6)__190N(z,6)_10U(2,6). 
Ong 2n or Be 0% 


-1 1042.0) (ee) 
l 2x One ` 
BREA 


wz)=—/ uC PEED de ++ fm asc. (23) 


Pe ie PE JE S BO J, WCAC =0 的 情形 , 我 们 有 
__ ök(z,{) 
u(z)= 人 One dsg. er 
AUB TAMAS — 8 MM RRM). AGL 
ERIRE B ABA BR ua) ,其 法 微 商 6 (C EDITED 


EIE AE. 我 们 注意 , 按 六 斯 定理 , HE sits 须 满足 条件 
J = Ou ( oon ds.— 


由 格林 公式 推 知 ， sets — 、 
__1 f due) 
az, One Nez, © ise (25) 
KH. AYER, BREE ERR u) 有 可 加 常数 
项 。 ERS KERLE ER U 2) 在 人 (了 ) 内 。 
奈 依 紧 半 题 亦 可 厌 核 本 数 之 助 而 得 解决 。 由 (18), 对 ec<2 我 
们 有 l 
kz, O=ŻNG, €), 
以 此 代入 (25), 我 们 得 | 
ulz) -S ZE ra, €)ds, (26) 
RAP, ES EK kz, ) 已 知 时 ， 狄 里 希 菜 问题 与 奈 依 紧 
天 题 都 能 获得 解决 。 


作乱 (23) 之 一 个 应 用 ， Beds BI AB BE oz) JE AS x E 
REX. 我 们 有 
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ov(2) 一 全 ~ -f AD Jase, < (27) 


32301, 篇 5, 的 长 度 . 

(27) TARARE S 1 ee F,(2) 的 微 商 
BRITEN. | | 

BE tz, CB ke, CMC HSM EN. 由 柯 西 - 黎 
SHERCO), 我 们 有 | 


ua) | ee 2k"(2, E) gs ef, dk*(z,€). 


mis hz CHE B PME, 我 人 有 
fi, te, O0. 
所 以 
a, f, d(k*(2, €)-4ik(z, 0) = 
J =i f, de, G) ikte, 0). 
MA, K, C)—ik*(z, C48 € RATER. te 


-bif 2 + akz, C) ae 
w, (2) 1 i n BE UE ,C)—ik*(z,€))d&= zi fy de ag. 
ee, aS) | 
ök(z, č) 
Fi(z)= aif, ae de. (28) 


HEB Doak (23) ERS — ARR FHL, RPE PR MCE HI HR PE 
数 的 一 个 表 连 式 . 应 用 (23) 雁 调和 丽 数 G, ©) +log |z— |, BR 
们 得 7 
Eel- tE, t) 
62, €)-+log|2—¢|=— f log|¢ —¢} Se det 


+4 f logie —tias.. 
7 vb - 


| 十 也 可 以 高 篇 
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G(2, S)=log 


1 
Ra AGO fete, t), log Te 


EE 
1 
AE y= + [role —tlas. 


FESS — Oh OE, POPE DER G (2,0), N, C). 
klz, ©), K(z, CAR Kz, C) RRR. 在 $2 的 开始 
Fe A BOK PB) CB) PAE {9,(2)} POE BE 
Ka, E). REE RIE, 若 

f gat poz) id) v=l, 2, +, 
Bl A(z, CO) 


klz, C)= Dd) {PD +4,(2) E 
v=] 


v=1 


也 一 1 
+ D C,,0.(2)0,(C) (29) 
BH. SERPE | | 


- irr -一 一 一 
PDPO UE C= ET „Hat. f gbat + 


+f oat. [Foca], va, 2, +. 
因此 我 们 可 将 基本 恒等式 (18) 写 篇 形式 
1 1< 2 RE 
g IME. -42,0 =F) | f godt f tdt + 


r 一 -一 一 一 ` p—1 
+f g,(t)dt frac j+ On 2)e04(2)., (30) 


FSI z, 多 及 《微分 (30), 我 们 可 以 得 到 恒等式 ， MEES 
ð 


To So WE CRETE, ROVE 
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1p oN O22G : Pk(2,6) _ 
Zn LOZ oc 020€. 0z0€ 


-1 > [o2 anna + ace) 2 S oat |+ 


Re 80,(2) ðE) _ 
ra 02 D6 u 


-15) CF (2) Fa (2). (31) 


wo, ETES Hi “ey ES PK RAR Uh SB Bey ATE AE — 
RUE PL, FERRER. RK, 按 
Fee <) 的 定义, 我 们 求 得 
ON OG — _ klz, Cc) _ 
Z -OZ Of OzOF Ô20Ë 


-nt Son, (2)P (8 )= 


Ra, ++ SC, (z)F(C). (32) 


rsH=1 


SERDEN. Hm À An KR EA; RPE PT it 
F E E ha SK 

我 们 便 在 第 一 节 的 精 尾 指出 ， 附 加 mm, - wy Fo ROR 
PB) RUE LB). Re o(z) 8 PB) AER, HE 


[acer 9(2) +it(e), 
ABA 


J(9,P,)- =f, [2+ 2 ri a 3 Sr} do= 
rt 
Se Set Sp an) = 
=D {p, w,}+iD {4,w,}, (33) 
从 $2 RR RF l 


Dipa}=D{pu}=0, 
因而 : | 
J(g, F,)=0, g€ WB), v=1,+-,p—1, 

ER, A T IFA CB) HATA BEA, RP RB ett 
Fie Poo MRE IF) MAH (92). 

按照 在 (33) 中 应 用 的 手 炉 , 我 们 得 到 

J (FL, F,)=D {o,, wu} tiD {5,, w,}, 

As bk ae BEA Ay TE -R ÉTÉ 

| D {5,, oj= 一 上 人 Où So ds= fw, oe , 


RE ©, 4 b sot teeth ote BKE-REARE. HA 
JF, Fh) =D {o,,o,}. 

因此 , WR FAAS Ba EE EE EX F, (Zz) 而 得 到 的 家 交 化 常数 

和 与 相对 於 狄 里 希 菜 重 分 我 们 将 调和 测度 01, …, Op 相交 化 所 得 


到 的 常数 相同 .就 能 直 交 化 的 调和 测度 的 核 等 认 


P—1 
(S002) oC). 


v4H=1 


因而 就 能 直 交 化 的 画 数 f(z) 的 核 是 ” ， 
>> Cul, (2) Fa). 


vy po] 


”由 此 推出 , ER KC, 5) 和 Kez, OMERA 


l, 


l 
| 


3. 
2 


Ka, t)=Kiz, D+ I CuFt (FECT ($). (34) 


RAE. EA (82) 3.30, 我 们 得 到 
Ok(z, C) 
+ özöf | 
FRÈRE RMI RE, TEER AB) BO RR REIL 
以 外 ,引进 其 它 的 就 范 化 也 可 能 是 有 签 的 ,. 它 们 在 有 些 情形 之 下 使 
得 我 们 的 硅 果 能 够 比较 容易 地 表 洲 出 来. , ’ 
设 名 篇 B 之 一 点 ， 我 们 引进 注 足 条件 
« 60 « | . 


1 ry 1 9% TE 
= AG, D Dy CFs (2)F a(S), (85) 


ER 


D {92，9p}<<oo， 
9(Co) 一 0 
的 调和 画 数 族 AR (B). ADR A RES, FR À CB) 的 核 
BIB Mol 2 < ) 以 恒等式 
kfz, O)=h(z,0)—k(C, Co) =k, 2) RE, Ca) (86) 
Mik APC BSR k Ce, RE. 我 们 注意, BA klz, OX, 
RER holz, ©) TERRE TAT, 在 第 VII 章 $ 1 中 我 
PIRE DIE A REX. 


4. 有 关 故 国 数 的 进一步 的 等 式 
将 格林 定理 通过 微分 算 子 
9 _1/9 ia 9 _ 1/9 ,; 0 
Sols ’ 2), 62 2 (2. +? 2) 
ZU RA AAAS. Ried g(z) 是 实 机 数 X By (z= 2 Liy) 
WE, CMAN B+b LEER HTEBN AH RER KES, Al 


Ir 28 dw = -4f Mr 9 SE do, (87a) 
Rz dw = 3 


Æ stam ASOT, ， pease eae (37a), 
Mu=f-g, FR TR 


© Ou do=—} f uaz, 
B Öz 


我 们 来 计算 上 式 的 左 和 小 . nn 


N‘ ont ff (2 ya wtf, (udy +iuda) = 


=} u(dxa— idy) = —5- | ude, 
à 


我 们 现在 将 建 并 B BY AK RSC AR M ECC TS MK 


K(2, D= -2 TD, - (88) 


R TE B RER RIER, (88). HOTA ERK RUE FRE 


e fl» 


a du (37b) 


BPS, 我 们 只 须 就 解析 曲 钱 图 成 的 区 域 来 区 上 明 (38).。 因 篇 任 一 
唱 革 有 限 过 通 区 域 可 以 映照 於 另 一 由 解析 曲 态 男 成 的 单 全 区域 . . 
WB bh, F b +, bp 篇 5 的 姐 成 部 分 ， 我 们 首先 映照 BASE 
界 一 一 不 妨 设 篇 9 一 一 的 内 部 於 一 图 周 的 外 部 , SEAR oA E 
ba, +, by 映照 篇 曲 克 b2 +, D, 。 我 们 现在 映照 六 的 外 部 蕉 一 
BHAR. E BERRAR Z TRAR EDR AR 
析 的 组 成 部 分 , CBRE TIS bi 和 ba RRR. MERGED 
BE, RRS BS SUE BRR, Re Br ARE. TR 
此 在 征明 (38) 了 时 , 我 们 可 以 假定 B THRE, TAXE 
性 . 

ZEHN 


ra= ff, OIE) AE do, 
SE FC) ENB hee — Hg BEERE. ER 


作用 下 , WAG, CRS RAK, 因而 1(z) 有 意义 ， 以 Bs fuit 
B 除去 小 图 | -2|<e fe PAS ASE 3R, HSA be ROE H 
(37b), 我 们 有 


Ka)=lim ff 9 TEGE fC Jdw = 


=lim 去/ ns OG(z, 6) fC dt — N. OG(%, OG(z,0) Ao dw o]. 


6-70 -Og 
FEB AE FR d Re. E G(z, ©) Œb us, 
G(z, Ed LAN: 因而 在 该 碟 具 有 各 级 微 商 。 因此 ， 在 计算 


KOREAGA. pa OND Bemi- RB BER 


of 
2. 我们 求 得 
Ka)=1im| 1 f EEO feag — 


E>0 


1 
em O fes +46 © fac] 
SR AC, C'S—HREK. WE 
. 62 . 


G(z, ¢)=0, CEb,2:€B, 


RHA. < , 
OG(2,6) 0 Feb 
z 3 . 
因此 | 
Sr rar 
b Oz 
RE, TE 
I(2)= J, nom Ee) 
ja 76 RAT 
_ 2 OG(z, Ç) 
x 0290 


HARR (2) € CB) PARRA BEA. 现在 可 得 出 恒 
等 式 (38)。 因 篇 按 83, (85) (CO) = KCC, IE LER, MR 


有 
2 0°G(2,6) 
J- 2 A Fan) RUE Edw =K(z; 2). 
另 一 方面 , 由 五 (2Z， 天 的 再 生性 实 
N, Kit, (m 2 GE, FEED) qu = _2 PGCE, 2) 
via 


O¢ 02 7 Ot0z 

但 显然 
ce an | 

因而 


Kz, a _2 PORT 2 PG, t) 
x 


0102 r DZof ~~ 
BRK 2 B) 的 核 画 数 可 多 得 一 类 似 的 公式 。 事实 上 , 将 (38) 
代入 (35)(§ 3), 我 们 有 


Pk, €) _ _1 9G(z,€)_1 FE 
86565 x ar 1 Sor, EC). 
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和 与 (18) 相 千 合 , 给 出 


2 OG(z, C) 2 ŒN(z,8) FL (F CO) = 0. 39) 
x Got n ozot + or PRES 


FE RAF (38 ) (84) (8 3), 我 们 最 后 得 到 


me, #2 N, C) | 

K(z, S)=— 一 6z6c * (40) 
作乱 (38) 的 一 个 应 用 , BARB 

F,(2)=i/, K(z, Sd, (41) 


EDS, 我 们 有 - 
ws(2) = 二 人 PTE) č) dse. 


b 
ECO ORERE ANBA E REIR 
042) = b aa 2 ) ad, 
MINER I. 我 们 获得 (41)、 
ST BEAK, 我 们 将 本 章 的 主要 桔 果 蒙 集 如 下 : 
在 B 的 各 种 区 域 丽 数 中 , 我 们 有 公式 


kz(2,&)= (Zr) "IN(2, 6)—G(2, ©, (18) 
Kn(z, 9e 2, (38) 

R,(2, 0) = 2 SNE. (40) 
By(a)=if, Kola, EAE, (41) 

2.) ONG, 2) ER RD ]- TOKO, (31) 


Hv=1 
Bergman 1, 26. 

Bergman and Schiffer. 1,2, 3, 4,5, 6, 7. 
Kellogg 12. 

Schiffer 6, 9, 19. 

Schottky. 

Zaremba. 
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Vi RRR | 
1. 5] 


BERATERT, 一 般 来 说 , ER pol Ao RE 
KARIERRE OA SE. 例如 ", Hover 
FF, 环 1< 过 |#|<? 不 可 能 共 形 地 映照 到 环 1< |zl<e, 

因此 ,就 产生 了 引进 得 样 的 区 域 类 的 必要 性 ， 在 坦 样 的 类 中 ， 
E-ERTIHSHNRRS—-ER. RE, JR 
形 地 等 价 的 。 87T RER, 在 每 一 类 中 引进 具有 特别 
FER ASS ERO RRR. eI RE 
Hub, IEEE ATE ANA RS RRM ， 
下 图 所 起 的 作用 那样 。 由 雁 在 多 连通 的 情形 不 存在 着 具有 图 的 一 
切 优点 的 特殊 区 域 , 我 们 必须 芳 卡 多 称 类 型 的 区 域 , 其 中 每 一 个 具 
有 它 特 殊 的 俄 是 | 

RERAN, PERU LE OO TE, 将 一 给 定 区 域 共 形 映照 
到 一 代表 区 域 的 函数 的 舍 现 往往 可 厌 典 型 区 域 画 数 表 出 .这 是 因 
T, BERBAR TES Je Py PR Ay ITR HERE PR OT A 
by fh BS BR PEP 


nl 


2. FCB hak 


AS EPR PH, HE p RÉEL A7 A HE He RB T i 
ENTER eT. ER PR ESS V 章 中 
所 讨论 通 的 区 域 函 数 的 存在 性 . | 

Sy: AUD ERA ER Dé p —2 个 图 弧 所 
组成 的 区 域 ( 图 3). 

So: 直 中 心 在 原点 的 圆 割 去 以 原点 篇 中 心 的 2 一 个 圆 弧 所 组 

1) Julia [10}. ~ | 
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成 的 区 域 (图 4). 
Se: HAPE RIES RT ARSTER (HI 
5) = | 
SEIEN EE RRB BRL 
成 的 区 域 (加 6). 

SEE AFTER D 个 米 段 所 粗 成 的 获 域 (图 7). 


. #3 [Si, Avn(z)] M4 [Ss, E,(2,6)] 


BS [Ss, Pla; u, v)] Bes [S3,¢(2 u, v)] 


一 


一 x 
` 图 了 LS, plz, H] E 8 [Si,; Ye, €)] 


Su AT 2 个 线段 所 组 成 的 区 城 (图 8). 
6. | | 


RR BAR w= 如.(z, 《) 的 存在 性 开始 ， 导 个 陋 数 映照 
z 在 面 上 一 个 已 答 的 jp 连通 区 域 刀 从 一 个 S, 型 的 区 域 , HA 
ALLA 0,9 六 到 最 外 的 图 周 而 耳 ,(《 ,《 ) =0. 

TEI 


p—1 
92, 6)=—-G(2, +5 huwal z), 
- u=] 
io BRK 加 Wo, 使 


p-1 
D AuDur = 2ro(E ), k=], ., p—1; KV, (1) 
H=1. 
| p—1 
` D) Du = 2aw,( 6) +20, (2) 
H=1 


ER, 如 通常 一 样 , 用 Pur RE Du EGE 5, 的 局 期， 到 样 来 选择 A, 是 
可 能 的 , 因 篇 在 第 V 章 $1 eT RK | (Cy)! DEI RE, 
a D(z,e ), 看 作 2 的 画 数 ,是 9,(2, CRUE. RTE 

Ez, C ) = ertz Eti hyat ， zl, EME, €)=0, 
RPL, Piz, CENTER wR RR BR. 

BOMBE, BRK EL (2, CRA TRER: 

(a) Ex, €)=0; 

(b) E,(2, ©) 在 B AENM EN hE Vy § 1 上 建立 的 桔 
SSH, ERERE, GC, OHE H(z, €) Sb, 的 周期 篇 
Pu oe ’ 

(C) À 2 HS RR LBA) bkv), arg F,(2, 0) 回 到 它 
原来 的 值 , 若 2 沿 正 方向 描 出 b, arg Ele, Ch 2x. 

(d) |E,(z, Eee Cr, K=1, =, P; hp=0; 2 € Bg, 

RIRES, E,(2, CRR BRERA (w| =C (1v) 上 的 
HN 2 By BASE w<. 由於 性 质 (a) 一 (d) , ROH, 
& |wW/<C,, wC), E,(2, C) GA wW—- RAM — 2, 
mé |w|>C, 时 , E2, RR w 篇 值 . 


1) PERLE D MERMERE: bi, ba …, bp 构成， 每 一 bs HE 
BAIRD” THERA AE O 
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我 们 在 下 内 应 用 幅 角 原理 代表 违 式 [ 百 (z,5) 一 中 ， 我 们 可 
m | 


E(e, €)—a=B,(2, all SECT — |. (3) 
Be, €)—a=—a 1-29], (4) 
a 


:我们 现在 假设 |a| 尖 Ck, 一 1,…,p, Hat arg [E,(2. €)—a] fë 
每 一 be ERME. Mkv 和 lal<Cr, 由 (3) 和 性 搓 (o) 我 们 求 得 
arg [E,—a] tE bx LABEL, Hla >C, 则 赚 用 (4) 来 代 
替 (3) 亦 可 得 到 同 楼 粘 果 。 MR env, FAURE (OR CO LER 
(ORA, Zla|<C,,Alarg [(B, 一 a)] 在 5, LBL On, # 
le, RISBML BH. 由 此 推 知 ， 按 照 la| <C, lal >C,, 
arg [( 思 ,一 a)] 在 B 的 整个 注 界 上 的 至 多 化 篇 2+ 或 0。 FTSE 
角 原 理 , AREH a, |a|<C,, |o| AC, WE E, (2, C)B A 

好 取 一 次 , 而 当 |a| 之 C, 时 画 数 媚 (z,《) 在 互 内 根本 不 取 a 篇 值 ， 
仅 对 |w| =Cx 的 值 w 方 有 可 能 在 B 内 取 多 於 一 次 ， 然 而 ,如果 存 
ZEB 内 的 二 点 加 和 22, OB E, (2, C) =E, €), MIE, 5 
别 存在 着 21 Fl 22 BIR, 它们 在 共 形 映照 Ee, VL FORE 
ZB. 所 以 , Ese, CHEB NEE EEE MER BHD S, ER 
-的 共 形 映照 .容易 看 出 , 除开 一 个 常数 因子 以 外 , 32 pe AE — 
的 ， 、 

我 们 现在 允 渡 到 画 数 AL, (2) 和 plz; u, v), uv, 它 人 分 别 
WR BR SAR S, 型 区 域 的 映照 。 过 个 映照 可 以 用 与 上 面 
EARE E, (2, COR PAUL I AE PE EC 测度 
Yet. RE 

E,(2,6) 


An) = a) (5) 
` E,( ) 

i C2, u 
PORN = oy v) ~ (6) 


| TREY RKO RERBA SH. 
|Avu(2) | A (2; 4, v) BARRAR E — RB br 0 = 1, «+, D 
. 68 . 


LAAR. HR, A(z) EB A AREA, 而 2(2; u, 7) 在 
z =u RHA, 在 z=? BAS. 

Hu, RUES RULES, BB A,,(2) An 
p(z; u, ORBE, HOMME BR S 型 及 Sa RRA 
映照 。 TERZ A (ORRE, ERA D, 将 被 映照 到 S, AB 
im 5, 将 蕉 映照 到 S 的 内 图 周 。 除去 一 个 常数 因子 外 ， 过 些 映 
照 都 是 唯一 确定 的 , RPC EB A EH AS MER. 

RAR ER EK 4(z; u, v), CERE BH S, 型 区 域 
”的 共 形 映照 . 
ER REX 
co N(2;u,v)=N(2,v)—N(z, u), 

EX NC, C)BBRZURRER. BANG, 5) 的 法 微 商 的 常数 
HER CAMERA, BEN (2; u, 2) 将 有 一 等 於 堆 的 法 微 商 。 因此 若 以 
Nz; u, oE Na: u, VAY SEWER AN BAR, 则 由 

_ON_ oN 


ðn ðs 

RESF ROBE 0, 上 我 们 将 有 N (2; w, v) =r, = const. 因此， 
Nez; u, v) SRR 01,…, bp 是 没有 周期 的 。 然而 , CIRE 
Heu riet 的 厂 路 分 别 具 有 内 周期 27x 及 一 27. RES, BARK 

Q(23 u,v)= een, 

[9(2;4,0) = N(z;u,v)-+iN(z;u,v)], 
在 B ARELA .上 具有 常数 幅 角 值 . 9(z; u, 7) 在 
B 内 除去 简单 极点 z=» 外 是 正则 的 , HAE 2=u RABE. 篇 
TEE a(z; u, v) 实现 所 希望 的 映照 ,我 们 仍 应 用 幅 角 原理 . 
设 a BE, HARR Ta, 70. 显然 

arg [a(z; u, v)—a] 

Ea b, ER SLSR. a z 在 5, ER, KBE ETEUR 
Q—a RHO aR arg 人 一 7。， 所 限制 的 生平 面 内 。 按 幅 角 原 
BE, 9(z; %, 0) 一 a 在 B 内 具有 相同 数 自 的 零点 和 极点 。 由 太 它 有 
A, 它 恰 好 一 次 地 取 a RÉ. Te wT A A. 
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ae PPL ARE BA TEN 


p, C) = +a (z=) $e oo 
z—¢ 
和 . 
p(z, 0) = theo) (8) 
COPEL. CPUS BRIE S 型 与 SAUVER. RME 
C=E+in, 
N(z; 0,0) =By(2,6,%), 2 € b,, (9). 
Nz; £,v)=er.(E,v), 2 by, 
MEMEH, 我 们 有 
p(z, De [log a(z; č, v)], (10) 
h(a, C)=i Č [log g(23 €, v)]. (11) 
On .. 


事实 上 , 由 (9), 对 Eb, 我 们 有 
py 9 A 9. . ; = 
p(z, 0)= DE IN +iN] = SE EB,(z: €, v)+ir,(E ,0)] 


ð . Ô 
IE B,(2,€, iger, v), 


p(z, oi IN HN] = is LB CE: €, 0) +76, ¥)] = 


5 Boles €, v) —2 re, v). 


ERIA, Im(ete, ORe e) 在 ,上 此 篇 常数 。log a 在 
220 不 的 奇 里 性 由 (10) 及 (11) 中 的 微分 所 取 浓 , BS 


ò _ 1 

ae VECO = 

ð ` 1 
tag CTOS IE 


(10) A ODAR HRE 2 € ERA MR RI HB EH 
i. CRABS, 92, OM z, OREB AER. 


Ka 70 « 


N 


ER, RATER p(2, CA De, 6 ) 奥 我 们 所 希望 的 映照 阔 数 
HR, RIEREH 92, ©) Mez, C) RMR 
的 。 TE SRS PEAS PR ERR 49(%; 4%，2) 的 情形 中 所 用 的 
FR, NRMCCHORATS- HAA. LAB, ER 
Piz, 6) 和 由 (2z,《) 叭 一 地 确定 除了 可 允许 的 线性 机 换 外 . 

RETER, HE = oo 的 情形 ,法式 (7) 及 (8) 成 篇 


p(z, 00) 2 + (12) 


和 和 
DC, 00)=2 寺 于 (18) 
RAI PDS B A S, 型 区 域 的 映照 的 偏差 定理 
来 精 束 汗 一 节 。 由 上 面 所 说 通 的 , SRR, ASER ER 
Arul Z) WERA 


log A(z)=l0g A,,(z)= -5 a,F,(2), 
T=} 


ER e“ RAT D, BBB) 84 ER A MERE. 
-应 用 (41)( 第 V 章 ), 我 们 得 到 
Az) _ 
| Au) AS ef, K(z, af, 
设 Co e, Cy 篇 BARR MR, CPE ER 
be, bp, 於是 由 柯 西 定理 , RANK KR 
A"(2) _ 
A(z) Def, K(z, &)d€, 
HEARTER, 我 们 有 
|K(z, ©) ?<K(z, z)K(C, €), 
且 由 第 工 章 § Ob ee 


- 1 i 
K Z, 2 —, K 3 <—., 
GE KEDI 


ER 0,6 2 Bl bY RMERE, Ti 02 #6 27, oo 到 0 RERE. 


«Te | 


Wik, 我 们 得 到 不 等 式 


A'(z)|— 
A(z) |” er Se elle, 
ER Li 0; MERE. 
TEA ARE MEN, 此 会 式 特别 有 超 的 是 ; JE 
Kette 的 长 度 来 估计 的 . 


3. 区 域 8. 的 一 个 极 值 性 裤 


将 一 个 已 答 多 连通 区 域 映照 礁 上 季 所 讨论 过 的 标准 区 域 的 解 
析 画 数 也 可 以 由 某 些 极 值 性 质 来 表征 之 . 作 篇 一 个 例 姓 ,我 们 将 
EEE PAIR Sy RF EA OY ER, 


RBR2FELN-MSERER, MERK /(2)= et. 


+e(z—C)+ (C E BEB REREH. A PRIE 
Re {c,}<Re {a,}, 


Re Ce BER Sy OE A IR, 


EX ¢(z)=- À 
. | | Z— 

AREA AEE, 我们 可 以 假定 包含 点 z=co, H f(z) 
在 此 处 有 极点 ; 亦 即 , 在 z= 00 HUE, TOREA 

f(z) 一 2 十 he 
我 们 可 以 淮 一 步 假 定 BR ARE LE, 否则 我 们 可 首 
先 建立 一 画 数 * (=P) =a on, 它 映 BR FEAT He El 
成 的 区 域 B, RAZ MCLE BARRE RM 
RO -2 +A, 


BR BS Sy AR AIRE AE PEACE ARTS SEE ME A y 
a 


我 们 可 进一步 假定 画 数 JOB EAR b 上 解析 ， 因 得 否则 
472. | 


fs) 可 用 具有 于 个 性 质 的 画 数 , C2) FRERE", 而 不 
等 式 Rec} Rela) BAREA Re{a}<Re(a,}, 
BA A ARIE . 


RO) o(z)dgo= 二 人 Kz) g(z) de, (14) 
B 21Jb 


CHRE B AEREE db ER FR C2) 与 9(z) 是 正确 的 ， 
(14) 由 在 公式 (87b)( 第 V 章 , $ OPA fC2)R g(z) 分 别 换 篇 9(z) 


BAG), 且 注 意 到 由 柯 西 - 黎 曼 方程 得 出 的 等 式 “4 和 0 而 推 基 


出 来 的 . 
ZERA. 


-ff fp’ do, | (15) 


WAF ERLERNEN 2 WEM, 此 积分 帮 一 有 限 
fi. 显然 ,我 们 有 ` 


\ I>0, 
Sot HAS se Poe’ 时 成 立 . 


CCE è 。 


15 TEC A, SE RL HS Gt B 内 除去 充分 大 


的 图 周 |21 一 人 的 外 部 B,, 而 将 点 ?一 co 除去 。 应 用 (14), RP 
到 


iff, W-ot do-t f Fer 


—i TP) — p’) dz, 
2i J Izr 


容易 性 实 , 当 00 时 展 布 於 Be Au al =r EARRAN 


1) HBR cw BEB REER by DSRS MASP RR URATA Fe) = Eh 
fe), ER Fr @)=(1/2ni) f F(t) dt/(2—t), 只 要 oy HL EI ML, 
fv Shey FER. Dr, 车 以 Ba RE b MAM Bow =2,--, pat bo 的 外 部 ， 
Bll fole(V=1,---,p)4 By BEN, BE w= Woe) BEER By REEK 
BRT 2=X,(0) BHR , 那 末 对 所 有 充分 大 的 %， Pa(z)= Dior foley 
(hy (2)/(-+n"))] ite B LERI, Æ B AER 且 尖 所 有 的 zB，lim 
F.(2)=F (s), 
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RE, Be 
| o<r=i f GPF —¢') dz, (16) 
2iJ d 
现在 我 们 必须 计算 四 个 积分 | E 
i/ ze alf Fø 
n=4f ra, Jlf fpa, 


a=} f Př dz, Lez f pp' dz, 
REH Ji Bae. 260, k RR, T RPA 
- e (f(z) Be b, RE aE, KERA 2 € 0, ORAT 
=r+Re, 我 们 有 


awl f Fra -7 

Joe À fit de [rar LI, a+ 
1 nl fr | 
+ 直人 umi f R db. 


AAT DUNE, RE 2) BABE. 第 三 个 积分 给 出 6, 
所 包 图 的 面积 的 负 值 ; 过 个 负 号 是 由 於 当 2 Ne BEN EINE 
化 时 , 面积 按 负 的 方向 转炉 起 来 ， 由 於 面积 是 非 负 的 , 我 们 有 
J<0. . (17) 
篇 了 计算 其 它 的 积分 , 我 们 注意 到 在 b, 上 我 们 有 
P(z)=a(2, y) +48, 
EO, 此 般 实 常数 ， 因 此 六 z 《 5, 有 | 
Oo P(2)= oz, y)—ið = 9(z) —2 ið, | (18) 
KH Ap (2) ENTE RE RAB RE. 
现在 转向 由 。 我 们 得 到 


p 
n=} /5 'a=1f 'dz— è, f, id 
t 2i s PP 2i 37? 7 之 2, POF. 


HS 0 和 9'9 BREITER, SOSA, 因而 
J= 0, ， 
BET WER, HODE f BERASE, 我们 有 
4 74 。 ` 


J;= forai pf! dz— 


Daf, ras Jef an (19) 
RE, BR, 
I= f Fo i- f Jao fra Zf toaz dz. 
另 一 方面 ,我 们 有 
x o= farey=f to'dz+ f era, 


将 此 与 (19) 联 合 , 我 们 得 到 
o- Jotda=2 Re { af. of de. 
BAT BRACE IS. 我 们 有 
Xf of oz = 十/ (242+) (1-3+--) dz=n(c;—@), 
因而 
| Ja+J,=2rn Re fc 一 ai 。 . 
将 此 和 与 (16) 及 (17) 联 合 且 回 情 74=0, 我 们 最 后 得 到 
Re {ej 委 Re {a}, 《20) 
在 伍 明 (20) 的 过 程 中 , 我 们 必须 假定 映照 已 糖 区域 从 5, 的 画 
数 的 存在 性 .然而 ,仅仅 麻 用 单 速 通 区 域 能 够 共 形 映 照 於 图 和 (20) 
半音 连通 区 域 成 立 的 事实 ， 亦 可 以 体 明 (20) 以 及 映照 丽 数 9 的 存 
在 性 。 我 们 注意 ,映照 单 过 通 区 域 S 众 单位 图 的 可 能 性 和 映照 S 
蕉 一 个 由 从 平面 负 去 一 休 奥 实 轴 平行 的 直线 段 所 成 的 区 域 的 可 能 
性 是 等 价 的 。 HAERE IE =z ++ BRE, 现在 假设 


S RR (2) = 2+ 也 eee RER EBEN ER. % 
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(20), Re {a} 较 S 的 任何 其 它 单 某 映 照 的 对 床 保 数 篇 大 。 对 从 
二 等 映照 w= 2, RER. ER, RAH Re (a,}>0, ER 
式 仅 当 5 亦 篇 一 带 有 水 不 割 粮 段 的 区 域 蛙 才 成 立 ， 


我 们 现在 考 碟 在 多 连通 区 域内 单 赛 的 画 数 Kz)=z 十 也 十 
所 成 的 族 ,而 在 此 族 中 葬 求 使 Re {ci} 过 到 极 大 值 的 特殊 丽 数 F(z). 
莹 柑 的 面 数 是 存在 的 ; 因 篇 , BEIGE RPL ER ON 
ALLAN. SERR F(z) = 2 ++... KR D 
S, Ae ABE BEA, SEHR EI FF NET ZT EURE BE 
HERR. AL, AFER RR SE AEE BARRE RO El 
Be SO I (2) = 2404 显然 , FR 


g(z)= p [F(2))=z it tenait 
HEB AMI, TAR MEME, Re {b>0, 因此 
Re {Aj}=Re{A;+b,}>Re(Aj}, 7 
这 奥 太 (z) 具 有 可 能 最 大 的 Rel 的 事实 有 矛盾 ， 仅 当 Refbj=0 | 
BEFAS, SRE EE Pe RAT 


CHR BEIT IR. Ek, FRM AAA TER B JS, 的 画 数 的 极 什 
BERT, Sb HE T'É RAA. 


作乱 一 个 应 用 , RABE BSE RARE. EE 
PRIE P(z)= z 十 过 ,而 而 (20) 归 精 篇 Ref o,}<1. E efeit 


lD RELEE, 我 们 也 有 Re {cexej<1， 因 而 
lal<1. 
BÜRSRHATENER RER AS EHEN, 


A FB PREG TR EIR a ee 
在 $3 RER BOER AISÉE EUR HUE. 


1) 2 [25, p.200], AH, RRR MAT ABS 
.+ 76e 


t 


~ 


Epe (FA SH TE A FC 
和 和 测度 以 及 它们 的 周期 的 知识 ， ANOLE, AE 
$ 3 中 讨论 通 的 画 数 存在 着 入 择 的 表 沁 式 ,它们 仅仅 通过 核 画 数 来 
SUSIE SR. AS RCT AR, 有 效 的 构 
造 间 题 中 的 映照 而 数 就 成 塌实 际 的 可 能 了 ， 

我 们 从 恒等式 


J| ECE ge) do= ae) - (31) ， 
Bias, ER A(z, OBER BARPO) EEK, Mi 9(z) 
CPB), 现在 9(4) 有 一 单 值 的 不 定 积分 , 估 且 称 之 篇 (2), MER 
道 个 以 及 $8 ARLA), 我 们 亦 可 将 (21) 闪 篇 
f Ree, OF) da =F). (22) 
z : 
` (2, ¢)=— +ta(z—¢) ee 
. z—€ | 
Uk BNA REM KO AORTA MST ER. 
HS 2 WTR SBE oo 
polz, CT) =e (H(z, Eycos 0—ip(z, Esino]. (28) 
HER, Pelz, C)+ PB) 内 。 以 此 画 数 作坊 (22) 中 
的 了 (2), 我 个 得 到 
TEE de— Af RCD d= 
= pet, E) +78)”, 7 (24) 
”边界 部 分 5, BE pote, CMRI A BE TE RIZE 0 ARR. A 
PAZ, Ce pr, E)+r RED, 
ER ASH. ER, (24) 的 第 一 个 积分 亦 可 富 篇 形式 


e7210 . pr y, gy 

2 人 Kez, t) Pol, Ç) a4 uf, K(z, $) dz, 
SHARD eR Heme" RE, t). AB 
RCD EB prem, Be |, RG, D dz BOR, 


e 711: 


dcr, RAE) SIHRER | - 


, = ai 1 Raedt g 
Pe = Gin treio Re, EO Se (25) 
zu R(z, ©) = RC, 2) 用 柯 西 积分 


、 R(z, &)= Lf EG a 2) at 


Di 


BH, FFT MESIAL CAG AGEN DR GER KARAREN, 得 到 
Pelz, =, opte fim eet ORE, 1)di.(25') 


2ER, WRITER 
(25') 算 得 . | 
(25) 意 外 地 指出 了 , RARE PEKTIS 6) 的 差 ， 除 
天 一 个 常数 因子 外 , Se a. PERL 
pa) —Po,( 2%) = (e791 oa) Kez, 6). (26) 
RARER BN Et (zz) = p(z; u,v), FAS pz) BR BR 
by HARRAH ELSE, log p(z) 在 每 一 b, 上 将 有 一 常数 
的 实数 部 分 ， 所 以 | 
log p(z) = —log p(z)+2 log r,, z€b,, (27) 
BET RUE. RENATE. 现在 EE? =u RAR 
Bh 在 z= o 不 有 极点 ， 画 数 | 
Pı(2)= log p(z)—log(z—u) +log(z—v) 
FEB 内 正则 ; Bt—2, CTE ds, NA arg p(z) y 
着 任意 的 5, LA we LAER (SAN AR RO JB) 且 
—log(2z—u) fil log(z—v) 的 周期 相互 抵消 。 JERE, px(z) 可 取 作 
篇 (22) 中 的 1 应 用 (27) ,经 过 一 些 简 化 ,我 们 得 到 


(Cou 《一 atta u 


=-4 f Re, | log p(2) 一 og(2 2“) | az 一 


-4f log |2=%| Ree, C)dz +2 ven f Ra, Č) dt, 
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MAREE, Loans |, Ro, Due 
RE. 所 以 


POLA Lf opli 08 
Ps 4 fief ‘Re, E) af, (28) 


同样 求 得 ， 分 别 映照 B HEH S ES, aT 五 (2) 一 五 (2 ) 
和 Q(z)=q(z; u, V) RARER 


. E"(2) _ 1 Í rw - tæ 

(2) 2 otf, log|t—€|K(z, t) dt (29) 
a'z) 1 (= u dt 
a2) Tilat- + 人 arg ( ry) Re. t) dé, (80) 


BE, RPP BR S Kar A(2)= Ay 2) 六 出 一 表 过 
A BE e Bev Zr), 和 5b, BRED IE RI N 
个 图 局。 我 们 将 假定 b, HEHHEE br 1 b, Zu BS 
“Py? FS AE Pe SRR, RER Sn . 
PR log A(z) Ze B RIER, (FERIA: CHR, 及 bu 显然 分 
别 有 周 期 2ri BAe, Hea 和 月 篇 分 别 由 bu 及 by Hh E 
区 域 的 内 点 , 我 们 导出 , PR 
S(z)=log A(z)—log.(z—a)+log (2—B) 
在 B 内 单 值 ; 因 篇 A(z) 的 周期 被 半 十 个 对 数 丽 数 的 周期 所 抵 浓 ， 
Æ b, BR b, BRETT, 则 有 关 的 对 数 画 数 必 须 改 楼 符号 ， 
IR 48 S(2) 在 召 内 正则 单 值 , 它 可 尽 代 替 (22) 中 画 数 F(z) AY 
里， 我 们 得 到 
AG) 1, IT 
| A tr 
= À f Ra, 2) oe AC Toga) FREE PIE. (31) 
Zid b 


共 形 映照 A4(z) 的 映像 由 图 弧 图 成 ; A, Fr PBEM 5, HE 
MEF, AU 
log A(t) = —log A(t) +2108 rn. tEb,, 
RATER (31) 转 换 篇 


A(z) 1 | 1 loft, 2) dt+ th, 
A(z) 2-a 2 一 =p -4 f oeie SE a) ES Abs 
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he -4f Rit, #) [log A(t)—log(t—a)+log(t—B)] dt 
L= = Sy Werf R(t, 2) dt. 


pel 


Bere TG EBL, SE LH 己 提 到 的 理由 ,作废 La ARRI REA 


A(z) _ 11 ++ = dt, 82 


HREM ACRES AC A OR, 

我 们 刚才 指出 , 区 域 B ER BR YS E E 
K,R, KIA. AE, RMSE TARAS 
EMRE, ATR RSA. 例如 , 最 后 的 
BAGAR HOB S, 型 标 业 区 域 的 映照 画 数 . 另 一 方面 ， 过 个 
机 数 也 可 以 由 雇用 类 似 认 在 $2 中 使 用 通 的 孝康 直接 得 到 ， RE 
RER 


Ala) _ _ cr Ned 6) Ta 
AG) TG yea 


. F, =i f, Ke, 2) at 
EA E — A RER GAR, IT 


wa= f 人 K(2, Č) dede 

BAM. 

最 后 ,我 们 补充 刘 点 注意 , SELECT DORE FRS ER A EK 
决定 映照 一 个 区 域 捧 另 一 区 域 的 页 数 的 进一步 的 可 能 性 的 . 

BARRE SR B 於 一 个 共 形 等 价 的 区 域 妃 ' 的 By Bice 
FARA BETES 27. A2”, AO, TUE A EH 
数 来 决定 。 SELLER 

Kp(z, 2)= > Annee", 及 Kp'(¢， d= > bte, 

MAO mw 


«80. . 
+ 


a 


RLS TIL 章 (18) 我 们 求 得 
D bus (24. =)" (> A)" = 


mn=0 


=( > nn È vA, z”! ) (2 uÀ, za) 


(ESSE SEK, 我 们 可 以 通过 dur 和 On 依次 地 定 出 An. 

其 次 ,我 们 将 指出 , 怎样 通过 多 角形 区 域 的 亲 何 数据 可 以 计算 
ERs AEA (Schwarz-Christoffel) 积分 中 的 常数 值 . 
设 me, (k=1, 2, =, 2p) 篇 一 多 角形 8B 的 外 角 ， 及 pws 篇 以 原点 
篇 中 心 , p 篇 咎 径 的 图 C 上 的 点 , 在 共 形 映照 下 多 角形 的 相 话 顶点” 
WARC, WERE man — EI, m 2, Wyn=—1, RM 
得 到 映 C 认 的 映照 醒 数 的 公式 ” | 


zw)= f” 下 [wwe] ad, 
” 若 我 们 将 此 表 违 式 展开 成 一 老 级 数 ,逆转 之 :而 后 对 2 求 微 商 , 则 得 
HOME Hk j) (2 Ek Ca 


PW, 


2p +! 
+42) nos. , DS. 
另 一 方面 ， 挡 第 二 章 $ 1， 渤 同一 两 数 可 高 篇 - 
K(z,0) 
K(0, 0) 
ER K(2,0)= Don (PA) SBME. 
FESS 1 HE § 1016), RMA 
< k—ijag k-1 Dil) nxn gezi-1 nxn 
K(2,0) 一 之 (一 D”， Wage aa une mn. 
EE, (an) s imt) x (n—1) a, A A ASR 
Gé, lal, +, n) nxn ERMER r HR s 行 而 得 到 的 . 
EES 1 SUR BAGH, BT ODS BI BR 
RE WBE LTR BSS J. 上 比较 w'( 2) AIR TE BR 


« BI « 


w'(%)= =np’K(2,0), 


的 傈 数 , Be PES PR SE RK, 它们 形 如 
22 十 1 kr rm Y | F(ab}, zu yn A Be 


_ £24 pw, ur (2-1, B01) DX . [I ¢ zit Zin} yen “ 


在 第 V 和 第 VI 章 的 全 部 考虑 中 ， 我 们 都 假定 了 格林 夯 数 和 
映照 到 区 域 S.(k=1, 2, 8, 4) 的 标准 映照 画 数 的 存在 性 . 在 第 
IX 章 中 我 们 将 指出 怎样 通过 核 贾 数 来 给 出 汪 些 存在 芒 明 . 另 一 
方面 ， 在 第 I 章 中 我 们 没有 用 到 上 述 定 理 就 建立 了 一 区 域 电 的 核 
_ 醒 数 的 存在 性 . 因而 , 我 们 可 以 斯 癌 , w= /”K(z, i) dz 映照 B 
於 一 极 小 区 域 4 有 趣 的 是 注意 到 当 忆 埋单 连通 且 我 们 知道 4 篇 . 
一 (中 全 ) 有 界 星 形 一 域 的 情形 ， 划 一 简 埋 的 论证 敌 明 4 必须 篇 一 
A. 事实 上 , 3 R=R(0), OBA à 上 的 点 的 极 坐 标 , Al 

f” CR(O)1 ed 0, kal, 2, e, 
因 篇 ， 若 对 某 个 此 不 成 立 ， 旭 可 如 此 选择 "， 使 4 在 映照 
wow) 之 下 的 像 的 面积 , 较 4 之 面积 篇 小 。 

ERPE t= Re, 则 得 . 

[er dt=i M Rkt2gike gg +f" Rkt+lgike dR= 


=i [” Remen ag— ŻE [7 Rereio gp = 
0 k+2 Jo i 


__ 2 
k+2 


车 w BALM, HER Co) [ (ae 


an 
f Rrt2eite 460, 
0 < 


a = Rate! . : 
= fra) dt 0. 但 是 ,依照 潘 力 梅 (Plemelj)( 或 普 里 


we 

AY ( Privalotf)) hA ez HA, RR fw) (w € A) w 

由 内 部 趋 近 à IRR IE 局 (0) 的 充 要 条件 。 W ROE a E 

是 实 的 , 所 2) 必 须 需 一 常数 , 因而 R(0)=c, ENT ER. 
Bergman 2, 9, 15, 18. . 


Bergman and Schiffer 4, 5. 
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Courant, Manel, and Shiffman, 
Garabedian and Schiffer 1. 
Groetsch 1, 2. 

Koebe t. 

Nehari 1, 3 

Plemelj. 

Privaloff. 

de Possil. 

Schiffer 1, 5, 6, 9, 10. 
Shiffman. 


ea 83 . 


VIL AR ESB ee 
1. ERRUSIERA 


BEARER, 在 讨 葵 一 区 域 B ARRESTAR 
EE, RIRE EURER {9,(2)}, 它们 由 休 件 


p PCZ) Ju(2)do 一 Ow. (1) 
Zt. BUBEN, KERN KA BR BRR B AR A AA 
AM BIRCH OO BRE. 


HARPEN, PR 1) HEZEEN RE 18 69 Bi 
在 共 形 映照 理 葵 中 是 否 具 有 类 似 的 功效 . 我 们 将 指出 , WR 
化 条件 

人 wz) 丙 (5Jds 一 sw (2) 

EEE dnt RUE B 60 b 是 充分 光 梁 的 ). 

SER, Bf: (2) ERRE LCE. 因 篇 我 们 的 讨论 
由 於 我 们 的 画 数 类 中 的 本 数 的 踪 界 性 质 的 考虑 而 复杂 化 了 然 
而 ,我 们 将 试图 通 过 使 得 迁 华 困 讼 沽 篇 最 少 的 涂 径 来 发 展 理 共 . 

我 们 假设 B EEJ b 由 2 条 简单 于 解析 曲 粮 bi, e Oo ME., 
对 於 在 吾 内 正 划 单 值 的 画 数 类 ， 我 们 能 够 找到 一 个 在 互 内 的 解析 
" 函数 9, (2) PAR {9,.(z)} , 它们 都 在 B+5 上 正则 且 满 足 直 交 
化 条件 (2)， 渤 吉 最 好 是 在 过 样 的 意 闵 下 来 定义 封闭 性 , 即 积分 

| AOL TON 


可 以 任意 地 小 。 由 绥 格 和 法 里 耳 定理 ， 92v(z) BY LATE A HR 
Sj Farrell). 


我 们 将 简短 地 性 明 若干 在 第 工 章 讨论 过 的 孝 种 类 型 的 定理 . 


RG, 0) = 32 PORE), (3) > 


va] 


ARM: Rucz, ©) HE BEE FERN LEBE 
Katz, ©), BBC — EX {9,(2)) TR. 
RAAEN, AFCE B+b 上 解析 且 z 篇 B 中 的 一 点 


1 
[Fer das 1f(a A) 
A0 8 BI O AR NEM, 事 衫 上 ,我们 有 
Pla) = -h Eea, 
因而 


1 
PIS [Gas 


由 (4) 我 们 断言 , 若 {9,(2)} BALE B +0 FERRER, 
上 县 由 (2) 而 直 交 化 , AU 


1 
2 ———. = nee 
. Slee <a n 1, 2, (5) 
因 篇 事实 .上 | 


LIL MORE À Raz, lds, o 
因而 / 、 . 


2n0( 31 lenzo) )</, È PTE) | ds = 


= > P,(20) P S E OPA) ds =le., 


所 以 , # xk (Zo, Bo) 0 (# Rutz, #0) =0, ER). 我 们 可 
以 用 Kr, 20) 来 除 而 得 到 


278 Se.) PI, 
v=] 


由 是 推 得 (5)， 
我 们 断言 级 数 


PAO (6) 
ve] . 


对 所 有 的 《EB BR. HERZTFIRFIRE 
>> p(z) P< Dle). to”. 


| 因 篇 级 数 (6) 是 收 钱 的 ， FRE B 至 少 相距 8 的 点 EB ARRI 
一 充分 大 的 Ne 的 m, ni 我 们 有 


x 1 
>> P,(2) Pp, Seat €. 


B, À. (2, DU 2 在 BSHEE-PATER ER, MAR 
RT PTR 


Rs(z, 9-3 Pez) PAT), m 
对 B 篇 单位 图 的 特殊 情形 , RE 


1 z 2 u. 2 
形成 一 封 翔 直 交 条 , 我们 有 
1x » 1 
| Rez, Dez 2 (0) Te 
RU) |2|<1 HS — RAT HR ERREUR B, BE z(w) 
RU RER ER, 旭 显 然 , BR 
(2'(w))? zw CCD 
CE (27) O y zus 
形成 一 个 对 B 的 封 阴 直 交 系 .事实 上 ,我们 有 
f 2r(2'(w))? w) 
> (2x)? (2x)? 
因此 我 们 求 得 


2724 
laol= f FF ajecw) =n, 
> 2x ur 


Rs(w, w= L È [2(%)27@”)]” L2'(wy27(0*)]? = 


_1 [z (w) w] 
27 1_2(w)z(w*) ° 
i W* = Wo, BE W WE 2(Wo) = 0， 我 们 得 到 
L 86 ， | 


Raw, Do) -二 (zw CIC LE 
7 


直 此 推出 , SRR RS, KER Rz, SSH 
的 内 部 确定 着 映照 丙 数 的 微 商 。 它 的 一 个 有 趣 的 推荐 是 恒等式 
(Eat, Oy Kp(z, Ẹ) | 
“Kp(€, Č) Kgl č, ©) 
ERARE BOOK K(z, ©) 和 K(z, €). 


2. 一 个 辅助 的 极 值 问 题 


ERr Rz, C) NEUERE AR, FR 
RÉ ARE EEE À (2, ©) Êa, C), CARAT APER: 
(a) R(z, €) FE B+b LER; (b) 在 z=¢ 处 除去 一 个 带 留 数 
(20) Raf Be BOL, Lee, 6) 在 B+5. 上 正则 ; (6) ÊC, E) Au 
Liz, €) 由 关 傈 式 


， R(z, ©) ds= © Ls, 8) de (z€b) (8) 


HRS. -LERARES E EER, 其余 的 一 切 都 容易 
推 得 . BSE Mae, 我们 选择 了 记号 Rz, 0), AAD 
He CHS EME BTS BU eR. 

FUP — BE R Te SRR YS BFE PE, 
RAR, CHEM LARP RRS 
RARE. 

RP) RTE-RER WKAR w, (2) 的 画 
数 ; 设 PC) ERA ERMNERMEAMRITREG RE, RER 
r(z) 由 

zur | 
raya ae PCa, C), C=é+iy 


RE. RAPA ERENER b LER 微分 
Arm dem À [ eer(z, €)—aP(z, C)+ D) AF: (a) ] az(9) 
+ v=1 


GEL a, see, hp-1 此 篇 实 常 数 而 0=0 或 0=7) 显然 在 5 上 是 
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实 的 ;我 他 补充 说 明 , 由 亦 雪 天 花 的 反 昭 原则， 上述 画 数 的 实 部 在 
解析 曲 米 5, EM AC PER TER BCE D 上 的 正则 性 ， 


Be (I) Pie, ©) 在 5 上 不 仅 是 实 的 , 而 且 ， 应 用 格林 本 


BCE Db bE ABA BIEM SH, 容易 看 到 , 沿 着 的 正 向 而 取 
的 到 微分 乃 是 正 的 . SER, DEE 足够 大 , RAT ORE. 对 
O, hi, ++, Ap EH, 微分 (9) 在 5 所 有 的 点 上 成 篇 非 负 的 。 反 
之 ， 若 微分 (9) 在 5. 上 每 一 点 不 非 负 , le 必须 篇 正 的 , ABBR 
R(z) 在 z= 的 主要 部 分 有 形式 | 

ei p2 

(2-6)? z—C" 

因而 (应 用 留 数 定理 ) | 
af R(z) dz>0. 


RPH T ey PURE SPP EO 0, BREET A ER 
分 (9) 中 找 出 带 有 最 小 的 a RE, See D — 1 4 
BE, nn, 因此 至 少将 存在 一 解 , ROBES AR AR 没有 
”任何 的 极 小 化 点 促 列 能 够 使 得 数 A, 中 的 一 个 或 多 个 趋向 於 +00, 
然而 ， 苇 者 将 毫 无 困 认 地 疼 实 ,和 后 一 可 能 性 将 引导 到 矛盾 的 千 果 . 

HARPEA, 属於 概 值 微分 的 画 数 R(z) 在 每 一 这 界 部 分 
b, 上 至 少 有 一 零点 ,假设 示 不 上 匡 ， 而 在 某 净 界 部 分 ， 例 如 dE, 
有 R(z) 关 0。 在 此 情况 下 显然 存在 一 正常 数 7, 使 得 


+ R(2) SZ >1>0, 2€b,. (10) 


然而 , un (+) Re) RMR. RAR, 考 卡 微分 


+R) dz= 4 [R(z)-eFi(z)] dz, (11) 
BE e 党 一 小 的 正 数 ， 由 雁 在 hE 
+ ~ ĝo, 
Fi(z) 2% E m O (12) 


(HABER), 而 在 总 上 o,=1, 在 6 一 六 上 四 =0, 同 
i . 


时 在 B 内 0<w<L BIER, (12) 在 b, LAIEM IRS AB 
DERA. 所 以 , 若 © RREME, 微分 (11) 将 (由 (10)) 在 5 的 
FERRE. 但 过 意味 着 (9) 中 的 正常 数 " 能 够 更 小 一 些 而 不 到 
违反 微分 在 上 非 负 的 人 条件。 过 与 在 我 们 的 假设 下 微分 (9) 具 有 
可 能 最 小 的 的 假定 矛 后 ， 

EERMEEERT, EB R(2)—H VEN 9 KERE, 
我 们 也 将 记 之 篇 Roe) — EEE FE BEE 5, LESE 
Bi. 因 篇 微分 (9) 在 5 上 非 负 , 当 2(260) 通过 过 些 雳 点 中 的 任何 . 
一 个 时 , RO) 的 幅 角 增加 2 的 一 整 倍数 ， 所 以 所 有 这些 零点 都 
至少 是 二 重 的 . 

我 们 其 次 葵 明 ， 其 存在 性 刚 税 我 们 所 络 明 的 多 重 需 点 一 每 
一 5。 上 一 个 一 一 恰好 具有 重 数 2, 有 它们 篇 R(2) 在 B+b. 上 的 
全 部 畴 点， 事实 上 ,假设 在 B AYA m MER, TE DIA a+ 2D AM 
二 重 零点 ,由 从 


+ R(z) dz>0, 2b, ” (3). 


(13) RAM AN b ree vay R. arg dz 2B ILE 
—2n(p—2), 所以, arg R(z) ee b BAIL 2n(p—2). 依 幅 角 
原理 ， 送 个 等 伶 BARR m 的 2r 倍加 上 b 上 零点 数 4 十 22 
的 7* 倍 ,再 减 去 BB 内 的 极点 数 的 27 倍 . Rea yee zal 不 有 一 二 重 
极点 ， 因 而 


2n( p —2) = 2rp + ru +2nm Ar, 
Bp 
2m+u=0, 


ERBAT ROE BARE, LE b, RAF — EE 


BES SMR CRC). ACTE RR, E 
个 画 数 除开 在 z= € 处 有 一 简单 极点 外 , FE B+b ERBEN. JR 
而 , ERPB TE SL A, PP A are R(z) 
沿 每 一 5, BULL 47 的 一 整 倍数 。 但 此 容易 由 幅 角 原 理 得 


出 。 在 每 一 0, E, (13) 中 的 等 式 仅 当 z 奥 忆 (z) 的 唯一 的 二 重 堆 
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点 重合 时 始 能 成 立 .着 我 们 从 b 中 除去 包含 此 零点 的 一 任意 小 的 
Mo, (13) HARE 如 一 上 篇 正 ，Aarg dz 在 5, 一 上 是 如 
” 心 所 欲 地 与 一 2r 或 Or (Mb, BAAR RSME). 所 以 ， 
arg R(z) 在 b, 一 6 上 有 一 和 与 2r 或 一 2r 接近 的 增 量 . EIER 
BE, arg R(2) HERE 2r. KR, arg R(2) eb, HARMER 4n 
RÆ. 亦 即 , 篇 Ar 之 一 整 倍数 . SER, GE ARE, 西数 

(R 


一 上 
(除去 其 在 ?一 “ MED B+b 上 是 正则 且 是 单 值 的 ， 
更 在 我 们 引进 记号 


a(2)= (R2) = re, 
£2—€ 


T(2)= RD = 5 


(14) 


+ toa 


及 
o(%)+it(z)=4a R(z, Č), 
o(z)—it(z)=4n Ê(2, g). 
H (14), Rez, C) B+0 HENT Liz, ¢) Er BA 
Am) Wy REE. ZED 上 , 由 (15)，(14) 和 (18), 我 们 有 


ER 2,6) Le, 5) dz= 过 [ca(z) 十 rz)] dz= 


(15) 


=} [Ro(z)+R,(2)] de>0, (15) 
THHT 
arg K(z, €)=arg + Le, €) dz | (mod 2r), (16) 
另 一 方面 , 因 篇 i 
ee » Rye) i)” ~ 
T(2) R,(2) (rca 
i n 


a(z) 
tÆ rz) 在 8 上 是 实 的 ， 所 以 
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LCA pL 
fe ol 


R(z, €) ds= Liz, €) de, 2€b, (17) 
过 就 是 本 节 开 始 时 提 到 的 恒等式 。 
3. WH Êe, 5) 的 同一 性 
Bt f(z) 篇 任 一 在 B 内 正则 单 值 且 在 b LEE. 由 
(17), 我 们 有 | 
| [rare tas =1/f fz) £2, €) dz, 
b 2 b 
BUS Liz, 6) 在 2=¢ 处 有 一 带 留 数 (Or) 的 简单 极点 , 所 以 , 由 
留 数 定理 推出 , RC, C) 具有 再 生性 质 
SR OEKE). (18) 


从 (18) 我 们 看 到 ,人 发 (z，5) 具有 在 § 1 pRB lim, a(z, €) 
所 期 望 的 极 小 性 质 ， 事 实 上 , 考虑 在 5 LTA 
PE)=1 
的 正则 而 数 类 ， 由 (18), 我 们 有 
1= pop] | Re, Det ds < 


< J IRC, 2) as f p01 tas RC, D f Jefas, 
Et, KC, Ẹ)=0, H 


fiie@ras> f Moas, 0) 
= K(z, Č) | 
Z 
M = + ? > M =1, 
(2) Re, (©) (20) 


(19) 中 的 等 号 仅 当 @ (2) = M (2) HR. 
HER (18), 我 们 的 而 数 À CZ, ©) 与 $1 Hey ER ER. 
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以 相同 的 符号 记 之 ) 的 同一 性 容易 其 得 ， 因 篇 $1 中 的 条 {9,(2)) 
是 封闭 的 , BR (2, ©) 在 5. 上 正则 ,我 们 可 以 用 9,(?) BEM 
在 B+b 上 任意 精确 地 逼近 A(z, 0), ER, ARME ED 0, 
ALE N=n(e), 使 得 
RG, E) =D) az) +0alz,0)=PalZ,6)+3n(2,6). (21) 
vol 


EX 


ln(z, l<e,  2€B+b. (22) 
设 n 5 BHA—B, AR n EERE ER MA 
löulz,n)|<e, z€B+b, (22 


PAR Pal, C) SORBET (3) PERE BRK Eal, CRER, | 
ORE, RMA 


J, Ru(z, 9) Plz, €) ds=Pa(n, ©). (23) | 
FES D ‘ 
I= f ke, ER, (2 ， 7) ds, 
` b 
从 (18), 我 们 有 | | i 
I=K,(6,7)=K,(n, Č). (24) 


另 一 方面 , 由 (21) 和 (23) 推 出 
I= 人 [Ps(z, €) -+60n(2, O1 Rule, m) de = 
= P,(7, 5) 十 人 3。(2， C) B,C, 9) ds= 
=R(n, €)—8a(n, O+ f enle, 6) Aue, 3) ds, 
将 此 与 (24) 千 合 , 我 们 得 到 
Ra, O-Rün, D-8n,8)= f ne, C) Rn, 9) ds, 


IR DR, E+, O S laz, Cds] IKu(2,#)’ds = 


=Raln,t) f nz, O)1°as, 
用 了 记 之 长 度 , 由 (22), 我 们 有 - 
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IR CHA CI Dann, OPEL Bala, D). (25) 
仍 由 (18), 我 们 进一步 有 


o< f IR, m Rute, Mi? ds= 


=K(n,%) —2R.(n, D +K,(n,#)= 
| =K(n, 7) Rn, 9), 
JRE 
. Ria, DLRC, 5). 
`~ SEGRE, 由 (22'),(25 ) MBC T 
Kon, ER an, DISIE, 0) Bala, E) +n, O|+e< 
<e (+U, 9))*). 
因 篇 任意 小 , PM ELE T 
lim Rum )= ÉC, ©). 
道 样 , 在 8 2 Ho De ET EE Rz, C) 与 在 S 1 中 
FHA — Sy PR Ze RIT EE ER A. 
指出 下 面 的 事实 是 有 价值 的 :恒等式 (17), Em À (2, 2) 
fu Liz, C) WETER, EJERE T ESER. BEL, 假设 存 
在 另外 一 对 西数 请 (z,5) A Êe, ©), CA ZH RBA Lice, ©) 
在 z= € RAAR (Am) RE, E B+ b 上 是 正则 
的 , 且 它 们 同样 地 彼 居 等 式 (17) 联 将 着 ， 於 是 我 们 将 有 


Lire, E)— Riz, €)|?ds= 


=1 f R, DR, O hee, €)-L@ ya, 
a b 
ch Bee, RS L'an Ê, 的 极点 抵消 了 、， 所 以 
f, \R(z, €)—RKilz, Of ds=0, 
因而 我 们 得 到 了 À C2, 5) ARC, O 的 次 等 性 。 mi LG, C) 和 
Lie, C) 的 恒 等 性 成 篇 (17) 的 一 个 将 接 馈 果 . 


me Liz, ©) PERS 
Le, C)= Kt, z), l . (26) 
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CHEW we LAMA. A T26), KAER, 出 
(17) 

Liz, C)L(2, y)dz=—R(z, €)R(2,7)dz, C,neB, 2€b, 
因而 


+f, Lz, Le, mar f Ree, EyR(z, m) de. 


ARORA EE, T AA HR BOER HE 
Em, Dre, n). 


4. Bag SR ES Baia ER 


B F(2)=F(2, C) 表示 画 数 
Kz, Č) 
Fc, OL. €) 
由 (17) 推 出 , 当 ze5 EIFEL RIERA F(z) ZEB A 
Bi, MAREK F(z) | 过 1 EB ARSE. SRE, BANS MR 


(27) 


u(zy=L(z,C)+e"K(2z,f), 0RR. (28) 
由 (17), BR 2€0 我 们 有 | 
ulz) ds= + 
- Tu) da, 
- i 
KE | 
u u(2) d2>0, z€b, (29) 


在 每 一 5, 上 dz 的 幅 角 的 多 化 篇 2x 或 一 2r. 若 wz) E b, LEE 
Bi, 微分 (29) 将 在 bs LISTE, Hifi arg w(2) 在 5, 上 的 全 多 化 将 
篇 一 27 或 2x， 然 而 道 是 不 可 能 的 ， 因 篇 w(z) 的 不 在 9 上 的 零点 
SUR BAMA arg w2(z) 一 个 多 化 ,此 多 化 篇 2r 的 偶数 倍 ， 所 以 ， 
ulz) 在 每 一 5 LED ER, RIRE ER EUR RUES 
R 5; 则 我 们 看 到 ， EE u) EBL) IARR. 事实 
+, Aarg de= —2n(p—2), 而 过 个 数值 刚好 被 亿 (#) TE 2 = 0 处 
. Je, 


的 二 重 标点 和 在 个 边界 部 分 上 的 Pp 个 二 重 者 点 所 抵 福 。 JR, 
AR uE BAKARA. HR (27) Fn (23), BPS WR 
F(2) 在 B 内 不 取 任 何 模 数 篇 1 M. SEE, 因 篇 (6)=0 (HA 
Lez, C) 的 极点 ), 我们 已 经 区 得 了 在 B 内 |(z)| 过 1。 因 篇 W(2) 
在 每 一 b, LERAAR, F(z) 在 每 一 5b, 上 取 模 数 篇 1 的 
值 一 次 且 仅 一 次 。 因 而 得 出 (2) RR BR BREE, &— b, 
相亲 从 整 个 圆周 . 
遵 知 一 注意 意外 地 指出 , [Kz,《) 在 B 内 没有 需 点 。 FORN 
D7 个 者 点 , 其 中 之 一 保 由 人 (z,《 ) 的 极点 而 产生 的 。 所 以 , Ê(2,€) 
在 如 内 必须 有 p- MRR. 但 是 由 (15) 及 幅 角 原理 的 一 个 应 用 
指出 , Riz, 5) LG, €) 二 者 在 刀 内 的 零点 数目 的 和 需 2D 一 1 
Re Ê, C) BARA p—i Mee, ROL, C) EBARA 
零点 . 
现在 考 虞 在 B 内 一 致 有 界 TERA AS RÉ f(z RCE 
SARC RBS BHR. 将 在 单位 图 的 情况 下 直到 通常 的 
雪 索 兹 引 理 的 问题 与 以 推广 ,我 们 提出 下 面 的 间 题 :在 所 有 多 的 画 
数 中 , 试 求 出 过 样 的 特定 两 数 ， FCO) DEKE. RMR 
如 下 述 : 
BE TGE B AEH, BEBA, Hi 
PCO) FUC, C)=2x RCE, Č), CEB, (30) 
(80) ES f(e) F(z, C) 时 成 立 。 
ATEAREN RARE b LESHER TC). MK 
PP(z,《) 在 2=¢ 处 有 一 带 主 要 部 分 [2r(z 一 “)] -的 二 重 极点 ， 
(2-0) MRSS, AB, HDR Ew 
J Lcz, az- 一 人 Êz, €) dz =0, 
b . b 
SUE ED on 
2f EN ACHAT 
从 留 数 定理 , 7= 户 (5 ). ER, ERA |1(#)| 过 1,(17), (15') 和 
.1 NE SES eo (2, 6) 始 成 立 , 见 Heins 1, 
。95 。 


(27), 我 们 有 
Ce ‚Era, ©) del = 2m f (Èc, Hz, C)dz| = 


„Ra, Dia, code 2 [erh NA C)de= 


À UDC C) de= FC), 


BAHT ( (30), 

一 个 与 此 紧密 地 联系 着 的 开题 如 下 : FED A MMR B AAR 
了 在 ?=6 RSR ‘ 
9(2) 一 


i + a 

(2-2) 

ERHEBEN, ZEB AER BCS, RERE 

[aid 需 最 小 的 画 数 过 个 问题 的 解 是 画 数 
G(2)=4m1%2, €). 

事实 上 , 应 用 如 上 相同 的 恒等式 , 我 们 得 到 


= dir = 
fi G(z)| ds—dm [ |i(2,6))%ds— A [tz ORG, €)dz 


=E, =|4 S g(z)F(2) dz|< 上 人 Io(z) |ds. 


ERIE, BUM, KR A (2, C) 与 第 V 章 的 核 
Rz, ©) HARE | 


an (2, O=Riz, C)4 SF (2) (81) 


v=] 


MEE EEEO EEE REN M A (LOL BT 
E31), RPERRREM 4,, 使 得 P(z, 5 )= 4r Rz, 2) 一 
一 29-1 AF, (2) RARE Q(z) IC LI 
便 在 第 了 章 $ LPR). Beeb, RAT 


+r, (2) da=} F, (2) dz, 
. 4 


而 且 帕 (17) 
96， 


= Raz, €) er) dz, 


所 以 
| 02, Cde = + PC, y de | dn inca, C)— 


Share Ja- tle gp HENA de 


va] 
= + R) de, (32) 
现在 设 f(z) EBREN H J, P2) Pdo <o, 由 留 数 定理 
和 格林 公式 , 我 们 有 


eyo Lf. _1 fro ll Fo = 
ro fread roc [| read 


= [| Of (2) au. 
EH, RMA BB P(z)=Q'(z) RARE À (2,0) 相对 雁 徽 
EEE (FR) 所 具有 的 特征 再 生成 性 质 . HA P(e) 本 身 篇 
一 单 值 画 数 的 微 商 , 所 以 它 与 À (2, DES, BLE. 

最 后 我 们 注意 , 存在 着 二 种 方法 以 建立 基本 恒等式 (17). 一 
种 可 能 性 在 於 直 接 从 事 於 在 $4 中 解决 了 的 有 界 画 数理 a AP 
题 。 磷 分 方法 导致 过 个 问题 的 极 值 的 表征 特性, 它 最 后 引导 到 由 
(17) RE ER R, €) 和 Le, C) AEE REAR. 另外 
的 方法 主要 地 类 似 於 (ENTE BE SBE) 在 第 IX 章 中 建立 
存在 定理 时 所 用 的 方法 ， 即 直接 作出 画 数 À (2; €) An LC, OM 
BE NRA (AT). 
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VILL. 88 分 法 
1. Wag BATE 


AE FRG RE 
HARA. RATHER EBERLE. 

BP RES ARR ABN Hp IR LIRE, 
但 它 的 缺陷 是 只 能 用 在 光 背 的 有 界 区 域 上 。 第 二 个 方法 , 初 看 时 
CPAM, 而 实际 上 是 很 优越 的 , 它 可 用 於 那 些 蚤 认得 界 上 
不 要 求人 条件 的 克 域 上 。 因 篇 多 分 法 的 最 重要 兢 用 之 一 是 在 伶 处 理 
ERA, ERIT, 对 众 酸 值 区 域 的 性 里 预先 是 无 所 知 的 . 
所 以 第 二 个 方法 对 我 们 的 要 求 来 说 将 更 有 用 些 . | 

REB EMEI, CEH p 条 光滑 于 曲线 b, …, by ERNE 
有 长 度 参 数 s ，s RREA. ! 篇 B 的 往 界 的 全 有 长. 更 正太 地 
Bt, RIVREES b, WARRENA COENE. 我们 在 5 
. LERNER o (ORALE 0's), (s<, ASA. 
E se>(0 我 们 治 着 5 在 s ERRER, SSSR s 的 点 2z(s)6D 
MERKE so(s), RAMA A | 

en=ep(s); 

若 。 篇 充分 小 , 5 BERKER 0* HEHE OF, «Oe FER 
一 个 区 域 8*。 若 p(s) BAH, RIA on 可 取 篇 匀 5 篇 向 外 法 
HOA. . 

BSED RB WRAS k* (2, €), CEA 
B 的 核 画 数 k(x,《) 及 法 粳 位 移 On ZR HAS, 而 且 又 添上 一 个 
数量 级 0(s) 的 项 ,此 不 ol) 表示 * 的 高 办 一 阶 以 上 的 项 . 

我 们 先 设 0020, Ex B* CB, 若 2(z) 是 AB) RHI 
PHA, 期 由 第 章 , $8 

P(z)=D{k(z, t), p(t)}, (1) 
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pz)=D* {RIS, t), p(t)}. (2) 

此 不 D* 表示 在 B* ERIK RUE 26 BB", RIER B 
BBS) On 的 kolz, t) 的 钨 分 篇 

Skaz, t)= Ee (2, ty—k (2, t). (3) 


HOROS 
0=D* {ak 2, t), 9) — [f I2, t), et de, (4) 
BERBAT OS 

Ip, 


_ £9 Of , Op op 
ls dz! ay oy (5) 


RER 
[ko P] do= f [ko ©] 8 n ds+o(e), (6) 
B-B* b 

欲 往 (6) 式 我 们 引进 一 址 新 的 坐标 (c, v), » 是 循 着 也 的 法 入 
方向 及 = ART MT ia EO. A, DRE 5 ER 
o MAREK. ZE O 的 充分 小 部 域 中 , DRM AZ, ME Cr, y) 
RB (o, v) AREER ALE REE. PHASE CE, y) (0, v) 

的 雅 可 比 式 篇 


9CZ，2V)_ 
roh. 


所 以 ， 
/ Lk, p] da dy= ff [k, ©] en do dv = 


= [f _ „Un plde dv+o(e)= f If” [hos p] av} da +0(e). 


由 中 值 定 理 , 内 部 积分 式 的 值 篇 
J” [ko p] dv= [k,, pl 52 十 0(e)， 
所 以 我 们 有 
人 U Le, 9] av} de -f [ko, p] dn ds+o(s), 


EE T (6). 
在 (4) 中 取 


p(t) = helt, C), 
利用 (6), 我 们 得 到 
D* {6ko(2, t), kolt, )}= J [Kol 2, n, “edt, C)lôn ds+o(e). 
注意 到 
. D*(ök,(z, t), k(t, 《)}=o(s)， 

我 们 也 能 写成 
D'{Sk(2,6),R8 (t0)}= f [ko(e, t), kolt, Son ds+o(e), 
RE, HS kilt, O 的 再 生性 质 o 

51o(z， = 人 [zz t), kolt, ©] ends+o(s), (T) 


FL RAK, ARE ALAR R HER 5% 篇 非 负 
O. USERS AL, 进一步 易 性 (7) 式 , ER on KALA 
件 限 止 时 仍 篇 有 效 ， 

我 们 引进 第 三 个 域 B+, 它 是 一 个 光滑 有 界 域 ,第 合 BRB, 
菲 且 它 的 让 界 在 5 ay € Bike, HERDE, Re B+ 篇 B* 而 
RAER Ke? 的 多 分 。 在 二 个 多 分 公式 中 滑 去 ? +, 产生 了 (7) 
不 再 受 on HTK, 

WERE, HERR holz, €) 导出 的 多 分 式 (7) 已 由 人 条件 
kol Co, DI 0 就范 化 ,而 “篇 一 已 知 定点 ， 当然 不 同 的 就 能 化 会 
着 生 不 同 的 多 分 公式 . 迁 对 读者 去 计算 是 一 个 很 好 的 徕 冰 ,例如 ， 
在 第 V 章 $2 ch BEC EC, ORG | Ke, ©) dc =0 
的 休 件 下 就 能 化 的 :而且 应 当 指 出 应 用 此 种 帮 分 公式 攻 极 值 于 是 
上 半 此 种 不 同 的 就 能 化 只 具有 很 少 不 同 的 意义 . 

FERC BL, 亦 可 得 相仿 於 前 的 抢 分 公式 , 例如 格林 及 
FRRZEN. 篇 了 简明 起 见 ,我 们 对 夺 依 曼 醉 数 只 计算 下 面 式 子 
BBS). 

NC, Zi C, 6 )=N(2, C, Co) —N (20; 6, Co) = 


1) By BURR RO, BARD RESON NARD 接近 的 区 城 是 均 与 9,23 
Hadamard [2]. 
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+ . 


=N(z, O)—N(z, So) -—N(%, ÉD +N (Zo, Co). 
我 们 从 恒等式 | 
2rp(2)=D{N(t;2, Co), p(t)}, ` 
2np(z)= D*{N*(t; z, Co), p(t)} (p(2)EAR(B)) 
出 发, 着 些 式 子 是 从 第 V 章 38 公式 (21) 得 水 的 . ARERR 
HASE, REARS HR, 
D*{8N(t; 6, Co), kilt, 2)}= 
=f [kolt, 2), NCE; €, Co)] dn ds+0(e), 
HAES N C C, Co) 有 同 从 NN(t; C, Co) 的 奇 点 
INGE, CO=N* (Gt; E, CNC E, Co) 
在 B* 内 正则 ,由 #96, 2) 的 再 生性 实 , 我 们 得 到 
EN(250,60) = ff Tho(t,2),N (HE Co)] 8n ds + CE En +0le), 
而 常数 C(6, ©) AHRON €, Co) 不 在 ANB) 中 的 事实 而 产 
生 的 . 以 z 代 以 zo, BS ERR, 得 到 
BN,20;€,€0)=/ E{ho( £2) —koto,20)} NGEsC, Cal] On ds +-0(6), 
AB oR d EIRE 


Ox Ôx Oy Oy Gs Os On On’ 
ö , 
及 在 bb SNo, 我 们 得 到 


ONG: = € 


EN ,zi ,C= {2 I (kt, 2)— Hit, 29) Jends+-o(s), 


ps VAE 8 8 AAGO) BA, ER) = bee kt, 
ZECHE. Ast ` 
SN(2,2;, C= f Ske, 2)—K{t, z,)} 
用 第 V 章 83 (18) 式 及 妈 屋 起 格林 画 数 在 址 界 上 等 於 堆 ， FR 
到 


1 
ON(z,Z ;8 ， = -一 
《 » #0 a Co) 2 à 


ON (636 1 Sd snds+o(e), 
Os 


ONE: 2, 80) ONCE, Codan ds tole), (8) 
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此 即 所 欲求 的 NN(z， zo; €, Co) MAR. 
格林 画 数 的 狠 分 式 亦 可 念 此 推算 在 此 情况 中 有 一 个 比较 简 
Siti RATE. 如 前 一 样 ,我们 简单 地 假设 B* CB, 由 格林 
公式 得 1 OG*(t, 2) 
362, €)=G*(2, €)—G(2,£) -二 人 [een 22 


_ oG*(t, 2) _ 1 OG*(t, 2) 
Get, CEE) doe 1. |, „a, DH de, 


At HR b 上 得 样 的 点 :在 0 Lt RE". IE 
GOEL) EG 6) + PFO) onto(e)= PG 2) gn 4 (6), 
On On 


我 们 有 


t' 


上 式 中 以 G 及 b AC G* & b*, PSN 
ARB, 因此 


i __ 1 f aG, t) oG, 26,0) 
8G(z,0)= 去 人 on Sten ds+o(e), (9) 


DE eee On TEL. | 
由 (9), RP METER B RAT EURE K (2, €) 的 楼 分 公 
式 . 事实 上 , 由 第 章 84 (38) 式 , 我 们 得 到 


8K(z,8)=K*(z,€)—K(z,0)= 一 人 2 2 SIG, 6)-G(z,0)1 


aG(t’, C) 2" (+, 2) gn ds, + 0(s). 


020% 
= 2 PBG, E] _ 1 LER, see D valt, C) 
x 020€ — Je azdn, oln ön ds, Hole), 
我 们 今 用 师 等 式 
0G_5,0G Ot ,0G of 
On =U 5 2i E “OE Os’ (10) 


此 处 SS 2 及 -全 是 在 第 III 章 84(10) 式 中 引进 过 的 微分 算 子 ， 
(10 AZAT. 由 柯 西 - 黎 曼 方程 ,我 们 得 到 


° 102» 


若 取 微 分 OH APATHY, 那 末 得 到 dG = 0, 我 们 有 


ðH 
or = OH gs 
dH =2 2 oF 


再 用 柯 西 - 黎 曼 方程 ,我 们 也 可 以 写成 
dH = —2% D di= 2i Sd, 

由 此 得 出 (10) 式 .因此 
8K(z, E)= £ OG (Z, OG(z,t) OG (t, €)| ot 


ôn ds+o(s 
b Ozof Oc0t al +o(e). 


由 第 V 章 84 oa | 我 们 最 后 得 到 


ôK(2, D=f K(2, #) K(t, €) on ds+o(e). 1) 

我 们 亦 可 用 (9) 式 来 游 出 调和 度量 w,(z), v=, =, p _ 

公式 . A c, À BAS b, HL KR. HA | 
o,(2)= ul. OG(z, PGZ, E) ae 


One 
因此 1 OsG(2, OG(z,& ) 
Bw,(2)= el, Sn dsr 
=l OG(z, t) oe t) _ 
aah an, dn ds,ds-+0(e) 
GE, t) sore, t) a 
ir e, ÖN ÖN, ds e} on, on ds, +o(e), 
因此 
5ov(z)= 一 上 f Ort) OC, O gn gs +o(s). (12) 
2rJ b On, on, 
ARE, 的 调和 度量 os(z) 的 周期 Pon, FR BEAT 
_ Ow,(t) Soult) 
P,a = > On an ôn ds,+o(e), (13) 


2. FRE Bee FE SUPER 


FER LP PTS OR RER MR ET UT | 
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共 形 不 屡 量 的 一 些 性 持 . 

从 (11) 式 ,我 们 有 

3K(z, t= f Ke, E)? ön dse+ole), 

ARLA DEEE Bi, KO, PARAK, BAERE 
第 II Seep Fe FIBRE Pe. wether NI AA 
SUL BY DA Se Æ PAS EHR, ES A AA EA 
CARE Pin ERIR 
6[K(2, 2)—K(z, €)-K(€,2)+K(0, j= 

= [Ke _K(t, &)|? ön ds, +o(e), 


它 了 明显 地 得 出 : Æ BRAKE, JE Fi EX A(z, 2) — K(z, 2) 一 
—K(, Z)+K(C, ©) wet. SRE (2, ©) 的 相仿 结果 也 
可 以 由 公式 (7) 得 出 , EMA ERE aS 
我 个 要 考 上 讶 的 另 一 个 不 等 式 是 关於 B 域 的 常数 7(6)=Trp(5) 
BB (Robin) FR). 得 个 常数 由 格林 画 数 G(z,《 ) 的 表 过 式 
G(z,€)=log a +O) 
FE. HI) TC SA HI AT SE 


__1/f (260), 
tee (Oo ) n ds: +0(6), 


SS FEE AIS H 7(6 E RRR, 而 站 也 容易 从 极 大 原理 推 得 
考虑 从 (9) 得 出 的 磷 分 公式 
6[2G(2,0)—7r(z)-Tr(O)] = 
[en t)—G(¢, t)) | én ds,+0(s), 


可 以 得 到 有 趣 的 不 等 式 , ABAAA H i pa E E, 
2G(z, C)—r(z)—1(6) BBVA AED. REEL 
m(z, €)=2G(z, €)+2 log(z—€)—1r(z)—-1r(C) 
DEER. HART PAS N" 
ERA. it SE RS RA 
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和 度量 的 水 三 钱 玉 作成 的 ， 和 从 一 个 由 水 开矿 所 图 成 的 了 区域 到 另 
一 个 充分 车 近 礁 它 的 水 焉 线 图 起 来 的 区 域 我 们 只 要 和 从 第 一 人 条 曲 
BIS 不 沿 着 法 条 方向 度 以 p(s) HERRAT. BRA, 
我 们 很 快 的 能 够 算出 me, OK, HEADE EFR TR 00 WE 
m(2,5)- 20, RER B, m(z, 0) 0, HRSA HIER 
A FPS A A BAB EN. 

EB HE 6 THREAD ARE. 雁 是 ,我 们 有 不 等 
式 

2G(z,《) 十 2]og jz—C|>7(2)4+7r(C), (14) 

容易 看 出 , BDA BOK LAS BRL RET. 

a¢ VIE IK BB, Oh (14) Mae A lel 
FERRERA E. 

ir BE AT IGS HA 


W(2)= 24+ B+ 


FZ HERR BBR, CE B HT RER ECS 
Ge, = Ida) 


g(z)—g(e) I 
因此 
| rz) =log AL 
| lo’(z)| 
因而 ,从 (14) ; | 
2 log|(1— 07%) — 26 Sg lI ADA- 
og|(1—9g($)g(z)) gz) oe og alg) 
党 Cmo, 我 们 有 
lin log ID)’, Os 
coe Ai o > Jo) 
因而 
210glg(#)|>log AI, 
| I 
或 
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lg'(z)|>>1—-—_1_.. (15) 
al lg(2)/? | 

车 

° ea f(a)= eter ot 


篇 c= g(z) RDM, (15) 可 以 富 成 


了 
a MOK 
= AED, RMS 
a] 1 1 
| Arte Get 
因而 
CAES 


我 们 再 一 次 的 得 到 第 VI 章 , § 3 中 的 不 等 式 (20a)。 
最 后 , ERRER 
P= 5 Auh Pur, 


CET ESRI 


此 不 Pu ARB AK 2, APR. (13), 我 们 有 


ðw) 9on(e) 
P= > 一 
人 vine le One One ên dsc to(e)= 


_ Ow,(&) 
= 人 >. One ) sz ds+oce), 


於是 发 现 书 当 域 二 大 时 篇 减少 ， 
”3. 雪 弗 释 分 法 


FAAS TEI BAH BBY ZA SKY Bik BE BS ER Fk SB 
A AE A M OA. EE FEA A SRB BE. 
虫 光 证 曲线 所 图 成 的 区 域 才 有 效 。 AS, E EREE 
靖 不 知道 概 值 区 域 具 此 性 质 ， 因 而 不 可 能 普 副 的 在 此 情况 下 用 和 
BAR. 

ses (PS BRET A BR AER, EX 
EEMERRKFFITEHR FIN EE 
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考虑 由 共 形 映照 | 
rat, lal=1, (16) 
Z —%o 

(HAY BEER DL, SE e 是 充分 小 的 正 参 数 而 % 
”是 互 中 的 一 点 。 吻 认 证实 映 照 (16) 在 |z 一 zo 上 >ei HRM, # 
e 选取 得 足够 小 ，B 的 稳 界 曲 辜 将 由 (16) 式 焰 痪 成 简单 的 不 相交 
的 曲线 . 

SHE I PRIS T TUE), 我 们 先 假设 5 是 光滑 的 .我 
们 可 以 在 炮 换 (16) 下 计算 超 界 曲 炎 DE On. 道 个 楼 分 形 
Au 


_1 ea 
ön=R 7 
* liz iz'(s) 2— Je an) 


线 的 交角 是 arg | 


利用 (9), 我 们 有 
5G(z, w)=Re}—24 OG, E) .9G(e w) ds ds 
arid b Ang One dE © — zo 
”此 处 在 5 上 炮 动 的 点 记 作 《， 
车 P(6,8) 一 G(6,%) 十 i 证 (6 8) 是 以 G(6,z) 篇 实 部 的 解析 
画 数 ,从 柯 西 - 黎 受 方程 及 G 在 0 上 篇 零 的 事实 , 我 们 有 
0G OH. GH) OP(E LE) ip AE, 
3 s 


on Os ðs 
因此 , CDRA 
= ea r ' Ce 
3602, w)= Ro nf PUE, OPG, wt Go) 
车 分 可 由 贸 数 定理 算出 ， 我 们 有 


8G(z,w)=Re {ea _P'(w,2)_P'G, w) 
‘ W 一 bo 2— 2o 


sa 


} a8) 


+ Po 2) Pa, w)]. (20) | 
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道 个 公式 答 出 了 属 秦 原来 区 域 B 的 点 z w GENRE PRES Berl) 
Br. 篇 了 得 出 六 从 多 化 点 2* 和 w* 的 BREMER, RPE 
意 到 由 (16) . 

kf yk *\ x P'(w,2) P'(2,w) 
G*(z > W )= G*(2,w)+Re en 十 一 ro. 


2 
. 精 合 (20) 得 出 了 最 后 公式 
G*(2* ,w*)=G(z2,w) +Ref{eaP'(2,2)P'(2, w)) tole), (21) 
HEPES APA HBR DB ERAR, RIBERI 
YASEREB LOHR. 全 是 因 篇 在 高 阶 项 o(s)' 中 包含 了 有 
关 滥 界 光滑 性 的 估计 。 我 们 进而 得 出 另 一 个 半 出 公式 (21) 的 方 
法 ， 而 遭 个 方法 不 同 於 此 且 所 得 到 的 将 有 效 於 更 普 逼 类 型 的 选 界 
.上 . | | 
-ABIRERE IA Ta ce, Ton 表示 一 组 解析 割 厂 , C B 
KM, SD. 我 们 假设 *, zo, W RERET L. 我 们 
JA T REAME 2 点 的 充分 小 的 图。 从 留 数 定理 ,我 们 有 


1 [P*(t* ,w*)—P(t,w)]dP(t,z) = —P*(2* wt) + 


Oni J bir 


en | 
P * * ey 
+P(2,w) +o fe [PY (et wo") —P(t,w)]aP(E, 2), 


ZW, aut, (22) 
RETENU Pr RIE 的 =, 对 名 到 正 向 ， me‘, 

w* AE t, w 在 映照 (16) 下 的 像 ， 

RAR ESTATE CUT Stieltjes) Fur. 篇 了 看 出 它们 的 
存在 ,我们 只 需 考 姬 一 个 将 映 到 单位 图 上 的 映照 ， 然后 我 们 定 
“ 闵 在 志平 面 上 的 任何 开 集 上 的 | AP 如 同 在 开 集 的 像 所 在 的 单位 
图 上 的 那 一 部 分 上 的 / 4P. 我 们 在 二 赶 面 上 定式 了 质量 分 布 。 从 
过 布 和 (Darboux sums) 的 共 形 不 握 性 用 在 斯 带 页 作 斯 积分 上 
PEASE EEE ARLE, WAR 
PET DIE EIT BRRR ER. 

HS P*—P 及 dP 在 LEER, 在 (22) 式 左 过 的 在 5 上 
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HU ARE. ES, RIA 


二 /一 — P)dP= Di [coro sco fa dP(t, a], 


is AAS ACL AR, Az 
Re{ P*(2* ,w*)—P(z,w)}= 


1 kpt # 
= Re LL fe (t w )—P(t,w)) dP(t, 2) r, 
ASS P(t, w) & P*(t, w*) 在 T 内 正则 
JPG, w-P*d, w*)] aP(t, 2)=0, 


BE 
G*(2*, w*)—G(2, w)= 


= Re LS, [P*(t*, w*)—P*(t, w*)] dP(t, 2) l= 


=R efi f PvE, w*)(t*—t) +0(|t* —E))] P(t, zat} = 


= Re LE ak w)P'(t, 2) Fa dt l tole), 
Rk- EIS BBE IMLEK 0e MẸ. RA 
G*(z*, w*)—G(z, w)=Re{eaP’(z,, w)P'(%, 2) 十 0(e)。 
AFLP CE — AY BE ARB T (21). 
ST RRR EH, RIRE BRK AS PH 
SS AER AT 
的 情况 下 , D AS RS A) APA, € 充分 小 的 话 ， 每 一 个 
还 样 的 画 数 将 给 出 形 如 (20) 或 (21) 的 格林 画 数 的 攀 分 公式 .因而 
计算 特殊 区 域 释 化 的 格林 画 数 的 秋分 成 入 了 可 能 ， 而 这 在 畏 助人 条 
件 下 的 极 值 间 题 的 不 理 上 是 一 件 很 重要 的 事情 . 
- EAKR, RMA B ADEME RE Ro 及 有 固定 起 来 ， 
我 们 可 以 假发 妃 含 有 无 宕 这 点 .最 简单 的 秋分 形式 是 


zx aah SOUL ， 
— eo 
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ARTEN, 对 应 从 (19) 可 得 公式 
6G(z,w)= 


—Re i oof PCS APC, EE) ae rote), (23) 


RE, (28) 成 篇 
3G(z, w)= Re {ea | P{2, z)P"(z, W)(%—a)(e— B)— 
Pw, 2)(w—a)(w—B)_ Pa, we) |} (24) 


WwW— Zo Z — Zo 
HEE z= co ERA RE. | 

作 篇 (24) 的 一 个 应 用 ， 我 们 求解 下 列 问 题 : 若 G(z, w= 
mlog (ig) +7(w)+0(z 一 是 一 个 区 域 的 格林 机 数 的 展 
PAR RAR ER ED A NE 2 00 而 不 包含 点 =a, z= ,使 
得 7(?%) 取 最 大 值 。 过 训 我 们 略 去 了 过 样 域 的 存在 的 非常 简单 的 
em. 


RAR 
Pe, w)= —— +.0(w) + (2), 
Pw, 2)=—*_4.0(2)+0(|2—wI), 
我 们 从 (24) 有 


ér(w) = Re} sa Ko Ww) (tp—2)(%— B)+ 
„ww ptali PSS 2c DC ET, (25) 
W— Zo 


(WwW— 25) 
此 盛 
1 g'(w) _p'(w)p(w)_ 1 

Ce En een aw YO up) + 
而 (20) LUE BERRE Ay BB 

车 点 a 和 不 含 在 B 中 , 则 它们 也 不 在 B* +, [jt B 是 一 
个 比较 域 。 若 也是 使 7( 亿 ) 连 到 最 大 值 的 域 , 则 我 们 有 8r(w)<0, 
BH (25) 


* 110+ 


Re f a| Pz, W)(Zo— a) Zo— 有 ) 一 —20(w) De + 
` 7 #0 


4 Wi 2W z+ %( a+ B)—aB eê hco, 

(w— 2%) ' 
Ha 的 幅 角 是 任意 的 ， 上 式 除了 表 违 式 中 的 方 括号 塌 雾 时 才 有 
ARE. MEN BE à 都 对 , ERRARE T J 
Ré RE P(z, w) RHE 
PA(z,w)(a—a)(2— p)=20 (w) OA) + 
4 W-(2w—a-B)2z—aB 

(w—2)? 
过 个 方程 构成 特别 简单 , 若 取 妈 = co 篇 格林 而 数 的 参考 点 ， 央 篇 - 
lim wC(w)=1, 於是 我 们 有 
1 
P” 一 -一 一 一 
(2, 00)= (2—a)(z—B)" 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 取 a=1, B= 一 1, RRA 


(P'} = -二 , P=log(z+(#— 1)?), 


PARK 2 = F(Z )BRAR B MHZ LE fco)=co ,是 具有 形式 
f(z)= er, BD 
=f(2)= 24): atl i 
g=f(z)=z+ (2—1); z (+1), 


在 |z| = M e=e 上 ,我们 有 #=.cos0. 因 之 , RME MERS 
有 连接 z=1 和 z= 一 1 的 线段 。 量 e-7 是 5 的 容量 。 於是 ,在 
所 有 含有 定点 wx 与 BEREAN, TREO 和 PARRA HRD 
FE. 

Ve LESE, 我 们 将 要 解 二 连通 


Reg BARRE. EM J ERS PAO Hs ra) 所 


定义 的 , ERST MAREE RA. rw = fhe) 
是 映 B 到 1 过 |w| 过 MM hy BL, FOR BL 
o(z)= Jog | f(z) (26) 


log M 
, 111 s 


显然 是 妆 麻 从 图 lol = M BEER, MAEM 
log 1(z) 具有 周期 Ami, 我 们 有 


P= 2r 


log M’ 

EX iP ERNER wo(2) 的 共 翰 的 周期 

要 解 的 问题 如 下 :; LAG 4 Bi ti, Za 2, 25 求 二 个 不 同 的 固态 
$96 Os 和 ba IM Za, 22 Eds, Za, % Eba, 使 得 六 十 思 的 二 连通 祖 集 的 模 
ERK. 柱 值 连续 妾 的 存在 可 由 法 族 理 葵 容易 证 得 , Bee 
ESA. 

(27) BA EV HER A AE A SEE 的 周期 P EE 
小 . 3% b, by RER: (LS), Pi 


sP= f (222) Von ds+o(e). (28) 


FERNE On 使 点 2, …, Ze 固定 而 使 得 到 的 如 分 公式 
可 以 用 在 最 广泛 的 路 界 的 类型 上 .车 在 8 上 的 点 z 按照 公式 


ea [| e-z) 


svo 


而 多 化 , 则 第 一 条件 显然 满足 ， 如 前 一 样 , RIED LEER 
的 当 。 LAURE. DE 


(27) 


我 们 从 (28) 有 | , 
ol] (2—z,) 
Ow \? ;_ 
5P= Ret / (52) VG) Hote), 
因而 - , 
Ue 2) 


8P=Re)— 0 Fez) zi dz (-40(8), 


EX P(2)RA HRD o2) era VER BCE ES, 我 们 有 
112+ 


öP=Re [--2mae bg Zo) [eze] +08), (80) 


ER F(2)=C,+Ce7+-- HE F(z) 46 2= 00 的 近 旁 的 展开 式 ， 
公式 (30) 基 於 公式 (28), 而 遭 只 是 在 光 少 有 界 区 域 时 才 成 立 . 
然而 ,用 (21) 式 的 团 出 的 第 二 种 步 习 , 我 们 也 可 以 在 最 一 般 的 还 界 
形 固 下 严格 的 洲 出 (30) 来 ， | 
RER AMAA OP SO, Na 的 幅 
角 是 任意 的 , 我 们 从 (30) 得 微分 方程 
F%z2)= 7 c? 


I] G-2) 


此 不 2 2B LEER. RIED FERNER, 我 们 有 


Co 十 C u 
w(2)=Re (II G-2)) | 
?一 1 


BEE 01 和 by 於是 由 椭圆 积分 
z * . az 
are], ((2—%)(2—2) (2a) 

.的 实 部 所 类 定 , 它 在 b 及 5。 上 取 常 值 0 和 1， 我 们 看 到 , del, 
HSL MTU. 计 是 明显 的 ,从 $2 未 所 性 明 的 P 的 单调 
性 可 知 , BEALS BURLEY PEE. 

杰 分 公式 常常 能 够 用 来 对 核 画 数 数 合计 算 ， ME RE 
一 步 发 展 引 洲 了 很 快 收 全 的 核 丽 数 的 新 报 数 . Pin, REN 
弗 [4, 四 以 明了 下 列 天 傈 式 成 立 : 


os u 
K(z,@)= Djan a= D (DTA, @), (31) 
H=0 P=0 . 


kd 


Im aici, (82) 
HS 

此 三 . | 

. Taz, Dyan f z ÉD dwt, 


- 
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Ba B hgk, mT”, y= ff Dez, E) rOl, ©) do 
KB AH FE ROTER. 
表示 式 (31) 和 不 等 式 (32) 从 K(z, T) MBIA RG) 
方程 | 
Rea, w- ff A(z, DE, ©) do, =T (2, D), 
B , 
A(z, t) = Kz, t)—T(z, €) (33) 
革 个 事实 得 到 ， 和 革 个 方程 的 最 小 特 微 什 大秦 1， HRK (SL) Ra 
(33) 的 解 的 奈 依 曼 展开 .。 在 第 开 章 (7) 及 (7 ) 中 引入 的 极 小 函数 
MZ Xa (z, t) 和 量 Axe X= (t) 的 相似 於 (31) 的 展开 式 可 以 得 
到 ， 且 在 讨论 由 度量 ds?=K(z,z)14z|? 所 定义 的 “基本 空间 ”中 
(BUS IT Be, $2 (19))， 在 候 差 定理 中 等 等 中 可 以 得 到 与 不 要 
度量 相 联 此 的 一 些 量 的 界限 . RENNEN, 著者 可 以 参天 前 述 
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Bergman 及 Schiffer 1, 4, 5. 
Biernacki. ° 
Garabedian 2. 

Garabedian 以 及 Schiffer 1. 
Hadamard 1, 2. 
Levy 15. 

. Loewner. | . 
Schiffer 2, 3, 5, 7, 8 
Volterra, 
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IX. 存在 性 的 证 明 

在 以 前 诸 章 中 ， 建 立 了 核 画 数 与 各 种 解析 的 及 调和 的 苔 域 丽 ， 
数 之 癌 的 许多 天保。 但 遭 些 关 傈 的 建立 是 在 遭 些 区 域 画 数 的 存在 
PEELS ts BS RA T ARE Pew. PERERA 
法 的 ;而 且 , CAE, ME ye PEE ER ee RUE A 
T, RPA SE A A RO RER aS RER EEE 
数 的 存在 性 , FETT ENE RS HIRE QE. 

BEER ZEA A] AA EBB SLT, ET D REM RK 
有 某 些 差别 , (A AT SE EAS RRS, 因而 
我 们 将 限制 於 第 V 章 82 eye Ra, ©) 的 情形 。 在 第 VI 
- Sh yeh BM MB Kiz, C) ROR BRA ARRIBA HS 
平面 的 映照 之 唱 有 密切 连 率 ;和 合 者 的 存在 性 是 已 多 假定 了 的 .。 3 
在 我 们 将 循 另外 的 途径 ， 藉 Rz, C) 之 助 建立 一 个 西数 来 蕉 有 明 
一 用 直接 的 方式 一 它 济 致 一 平行 萌 纸 映照 . 

我 们 将 假定 互 的 泪 界 郁 成 部 分 背 需 于 解析 曲 粮 . EBEE 
REI T RARER EI Net (ER ER T APTE NEE 
AAR RE RET A. 

Kie, C) RRRA 


[EO rar, eB, 
CARERE // 17(z)『 do<oo 的 单 值 正 AU PE FC) 都 成 
SL. 特别 , 取 (2) = (2-0), ER WAS B AES, 我们 得 到 

f z, D) do. 1 


B (2—Ww) (t—w)* 


Nu HART RR 
Iw, D= ff Ke, RG, #) du de +, (1) 


ello: 


ER, ERARE 6, 二 c,(t) MORE w 所 不 在 如 的 那个 特定 
的 “ 灾 ”; 足 标 v 表示 w PPS A, 之 内 , IEEE 


分 b, EMA Ba BISA AIR. 
RASA Bt BAB w OR i FAP 
I(w,t)= ff Babe, . do=drdy, z42+iy, (2) 


显然, 站 积分 是 收敛 的 , 若 {Bm} BREE Bou Bm 及 lim; 
B=B OBR, 且 我 们 使 用 记号 - 
© K(2,t) dw 
In(w,t)= ff) SGD de, 
WREE lim... Im(w,t)=I(w, t); BANGER Bm, 使 之 由 
PT HE On 图 成 ,而 Ke 表示 一 个 以 w BD, e BERS, 则 
由 格林 公式 , 我 们 有 


4 M(z, t) Bdz 
bm 2—-W 


Im{W, t) = 


_i f M@Dd -f Kiz, t) do 
AJ ke z—w Ke z—w ” 
ER R, D= MC WERO SER eo 


Pan Ras. 容易 看 到 第 二 个 积分 当 e0 Re x Mw, t). 
所 以 


In(w, =i/ MAD HO. 

2i bm Z— wW 

显然 , TERRE TEE 姑 称 之 需 Anl w, 0), BE 
[,(w, t)= —xM(w, t)+4,,(w, t), 

当 moo 上 时, ABE ARERR, 即 Cw, t), EHRT al 

PEGE. 所 以 lim, Am(w, = Aw, tE, 而 且 作 篇 解析 丽 ， 

RPT BOM BRE, 其 本 身 也 是 w TR. EERME 

HAT. 
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Kw, t)= TA Mw, DARAW, t), ` (3) 
sag MEDL Ree, t) A AG, t) Bw 解析 . 


RE THERE RENÉ w F BAR bine, L(w,t) 
ABBE. RAR 0 由 不 相交 的 于 解析 曲线 粗 成 , 存在 有 正 数 p ,使 
得 在 每 一 点 WC ER HIHI ER A e AE, 除了 单独 的 一 点 
w 外 , 其 一 全 在 如 内 , 而 另 一 全 在 中外 ， 我 们 以 1 记 在 w PE 
Zr BO PSD, MRAUK. RPA T KEE. COR 
然 知 道 , Æ B ASB w, D) w E. ERSTER 
Kw, t) 3738 0 RARR, RRI, 若 w 和 w ER 
Wy 的 图 7 的 反 演 点 , 那 末 Ww, t)—I(w,, t) 当 w Au W, air we 
RSS. REEERE w Aw APL THE Wo ER 


EERE. 
更 在 我 们 写 | 
_ R(z, D do Kz, t) do _ 
A(w, t)= po et ff FD de 


=/(w, t)+Ixw, t), (4) 
HAY BGR Iw, €) fn Cw, t) 的 连续 性 .我 们 有 


~ ho, dh, t= ff EG, Red 5 do, 


“所 以 


LG, dw, t) P< 


< ff, Ro Dlao ff, z-w, 2—W, 
<e ffyr oa de 


BAC 篇 一 有 限 常数 (我 们 可 取 C= K(t,t)), B-TETRTZ 
者 之 外 。 Win, SMR AUT LAERE 
PER AMR — RP ER, ROHS a AIT 所 以 


LLC, tw, oc 1 du=0:4. (5) 


Ei2— 一 2， 儿 一 — Wa 


f dox 
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AAT DAR, BT RKP BR, 


.我 们 将 假定 p=1, 且 T 了 与 位 的 中 心 分 别 篇 一 1 和 1; SUR, ER 


RRR Mwai. Ree He BACLT -4< 
Rele}, 且 我 们 得 到 


dudv A 
w w =U +1, 
= li efi | EE Twala tw. 


若 w = e (0<e<l), MA (+w) (+w) = 1, RTE w = 
=e(l—-e)", $k 


= 6(2- DJ iim dude _ 
-~ 11 +82]2]1-s—ex]? 


dudv 
= 6(2—6)? a 
mere) f- J Lt he [(1—s— eu) + e] 


=ne(2—eE) 一 -一 
3 een e—eu) 


OA. 由 (5) 推 知 w, DE Ww FAR 
BEN. 

RTKRERE w 在 Wo BET Tw, t) EAN. 
BEMER, 我 们 仍 可 假定 篇 单 位 图 而 w ASR 2 = LH MAR 
ERS 
P=1,(wy,t)—1,(w;,t) = Saa Riz, KG, D(a 1 —)do, (6) 


2=S & 一 
EE w=s Must, H 0<s<1, 

REAR AIRE. 篇 此 目的 ,我 们 用 格林 公式 . 
ABUS P. AR K (2, 1) 在 7 上 除了 点 WATER, BRL 
只 要 当 cu, iE M (2, t) 至 多 按照 对 数 那 样 地 增长 着 ; 那 未 , ER 
BRETA. 但 遭 个 事实 从 第 开 章 和 第 II FRA, 
因 篇 由 M(z, t) 的 定义 ,我 们 有 

M(z, t)= M(t, d+ 大 K(z, 1) de, 
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因而 | 
IM (2, IKIM, D+ IRC, D| ldz]. 
EIS | 
RC, DPE, DEE, €), 

我 们 进一步 得 到 

IM, DISIMGE, DCR, DES” Ree, Dy laal. 
K(z,2) S-TEEBREG BERS 0 的 图 ,其 值 求 得 篇 
Rr(z, 2)= pm (p?—|2|?)?, Bit 

IM, DIM, OL + RG DE LT Cej Jda], 

FA 
RATER B HERAB DL, PURÉE RER AGE, 使 得 2 的 
APR RULES ER: BEE LARK SR H, 
[M(z, | & 2 逼近 簿 界 时 的 礁 只 能 按 针 数 的 方式 增长 ， 
我 们 现在 应 用 格林 公式 於 积分 (6)。 车 EBA z 篇 中 心 ， 

e BEREE, Tio SHER, 则 我 们 有 


1 1 
一 -一 M(z, © (——— d 
Di 1z l=1 MC, t) (= s =) ?十 


Bet 1 1 
+ [ROD a) ee 
1/55 (2 1 
Bi, MC Waa) dz 
BeO NS, RAR E ANT, MIRE DEA A FIA 
nM(s,t), AR ABER ERA OR — ru IR 
& z 和 dz, 我 们 得 到 
1 1 1 dz 
Poi EE) NOD, 
因此 , 由 留 数 定理 | 
P=xM(s, t)—x M(s, t)=0, 
这 就 完成 了 [(w, t) EB WER LA Ae RA. 
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现在 我 们 对 分 别 适 用 从 B 的 外 部 和 B 的 内 部 的 1(w,t) 的 公 
式 (1) 和 (3) 进 行 比 较 . hIw, t) REE, SEAS DEA 
都 在 b, 上 成 立 , 且 在 该 处 给 出 同一 的 烙 果 .， 所 以 


l +o= lim [— x Mo, +00, t], 
—w word, ， 


= +ACw, t)), 


Now, b=} (z 


我 们 有 
lim N(w, t) slim M(w, t) +, v=l,: 


wby 
我 们 更 在 作出 画 数 
g(w)=N(w,t)+M(w,t),  o(w)=N(w, t)—M(w,t), 
由 (7) 推 出 对 在 每 一 入 界 部 分 5, 上 的 值 w 
Im{g@(w)}=const, Refg(w)}= const. (8) 
事实 上 ， 
lim Im{p(w)}= lim {N (2, €)-+M (2 ,t)-N(w,t) -M(w,t)} = 


1 = 
=— {c,—@,} = const, 
Qri { 2 


MAB Rel o(w)} BEN. WUAHSZERRRH, p(w) 和 
sw) AE D -正则 。 应 用 (8) 和 p(w) R d(w) ZASE 
w=1 RAR BOB, RAPA BSI, p(w) 
We BR AA KB EAS, m 4(w) kB RREA 
fy EB BUSES BM RTE, Receen VI 
FRR. | 

ERRPEREN T SUR EERE. En EL KH 
出 过 的 , LT ET LUE A BARR. 在 第 V 章 的 
O RTE, PES KB RE | 
TEA. 如 果 应 用 到 第 YII eae Kc 2, €), Seema 
Se VII EHEAR). 


Garabedian & Schiffer 2. 
Lehto. 
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X. BR 9 D À 


er 
wu 
w 


BU AE EAS EFI, RARR ES AS EE, E BBA EO 
Fy RER PORTE 49 — ACB) A i SE. He 
Bey AAS BR CR Je RP A BZ ERE, LARI 
FREE SBE S Ree TER DIE AA BER TEEN BCE BE SFT BE 


”的 了 . 


篇 了 前 单 起 见 我 们 将 限制 大 标准 形式 | 
Ap-Pp= P42 Pp=0 (1). 


的 讨论 . Ex? P(z, y) BEARD EK B A RE > 和 
YR RK. STERNTLERKUTERKT EBA 
S, RUBLE BOBBY. 

RAS EEE Bs CLÉS P A SS, TA N 
DER. 第 一 个 就 是 方程 (1) 的 一 个 基本 解 SZ, Z EE, 
所 请 基本 人 解 就 是 (1) 的 革 样 的 一 个 解 , 它 在 B 内 除去 点 ZB 外 ， 
是 正则 的 , 而 

S(Z, Z)=A(Z, Z) log 


+B(Z, 2), 
[z Br ( ) 


EX A(Z, Z) & BZ, Z) BEER A= CHE x 和 2 解析 ， 且 
A(Z, Z)=1, 
Bet ABE FA A A A — A TA E 
OKERRERA ATA. “ | 
KALER, 我 们 可 以 容易 地 指出 ， 在 一 区 域 互 中 (1) 的 格 
RE GZ, Z) MERAN NZ, Z) 二 者 的 存在 性 。 ER 
AP BON AR BS ER, 是 调和 情形 下 的 是 然 推 广 , 定义 如 下 : | 
1) GM ZH ZARR(2, V)'FE LM, AEM. 
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(a) BERKER GZ, Z) 篇 (1) 的 一 个 基本 解 ， te 趋向 
OB RAR OR, CHERE. 
* 《pb) B 的 奈 依 曼 丽 数 N(2, Z) 篇 (1) 的 一 个 基本 解 ， 它 在 B 
HOURS EHER. 
应 当 注 意 , 在 调和 的 场合 下 ， 奈 依 曼 琴 数 的 法 ' 微 商 和 被 取 篇 常 = 
数 , ELAS, 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 , HBSS, HASH 
R. 圣 攻 方程 (1) 的 解 , 情形 与 此 不 同 . 依 格 林 公式 ,我 们 有 


[f, PN do = ff AN du = f 2 ON as— -lim f oN as, 
BELEN]. 因此 
[[ PN do=—2n, 


在 秽 和 的 场合 , 即 当 P 三 0 时 , EH oP a, (ee PO RRR 
R. HRA), 奈 依 蛇 画 数 可 以 疯 乱 具有 等 礁 需 的 法 微 商 的 事 
REAM TRAE ARREARS AA 
更 大 的 明晰 性 . 

正如 调和 的 情形 一 样 ， BSR LTE 
MKEERTRERERH. BEL, 适当 地 三 用 格林 公式 , 我 们 容 
Baw 


\_ 1 far, OG(4, Z) 
eas [en ds,, (2) 


o(Z)=— À f N(Z,2) RD tn. (8) 
公式 (2) 的 一 个 直接 推荐 是 :方程 (1) 的 解 9 所 成 的 族 , HEN 
储 在 B 内 有 界 者 , DERN. 事实 上 , R 
lp(3)|<C， ZEB, (4) 
FLA G*(Z, Z) ERA AUS B° CE 的 格林 机 数 , 座 
是 由 (2) | 
(P(Z)-p(2) <Ë max O02, Z) ICH, 2)) fas. 
On ze bel - on .On bt 
ATR ER AU 8(Z)， 且 当选 取 |2, 一 | 充分 小 时 可 以 
+122. 


使 得 任意 地 小 , 因而 推 知 , (ES, Ee. U 

似 的 考 感 洽 明 了 过 个 族 也 是 完全 的 ， 也 就 是 任何 (一 致 的 ) 枉 限 画 
BUBRATE. | 

` MERMA T HARMER E: 在 满足 人 条件 9 (2) = 1 

(Z€ 8) 的 (1) 的 所 有 解 p(G) 之 中 , HEM RE M(Z) R 


Di/ (E+E + Por] day (5) 


之 值 成 篇 最 小 。 篇 了 说 明道 个 间 题 是 有 意义 的 , RETELA 
BA, 满足 人 条件 

D {p}<A<oo | (6) 
”的 方程 DRI 9 LAR RBR. 
我 们 注意 , 车 ?篇 (1) 之 一 解 , 则 9? RRM. 事实 上 


A(¢?)= 2pAp 二 2( 52) +2 (22 æy- 


=2 [re (52) (32) >o. (T) 


由 格林 公式 , 我 们 有 


op PO (Rp s+ P an a 


Jeees (ea) se PR 


EE Cr 及 Ce 篇 图 周 | 2 一 zo| = 及 12 一 ne pin 
Bre BRe<|z—al<R, HD, (ALARA. A, À 
e->0， 我 们 得 到 


Jarre, (8) 


2rRP Z)< FE FeRdl 
RA 0 到 7 求 积分 ,我 们 得 到 


PO ff, pdo, 


1) BF [4, vol. I, p. 49]. | 

2) BRAUNER URT FE, KAEBAS D{p9}， 其 欧 拉 - 拉 术 天 日 方 
程 恰 好 篇 我 们 所 欲 解 的 微分 方程 。 在 许多 物理 两 题 中 , Die} RRM ASHE 
È.. oo. . 


_ | +123 。 


ax B, 是 图 |z* 一 ao|<r. 


H ， 
P= min P(Z)>>0, 
ZE B; 
我 们 有 、 
2 1 2 
PE ff, Pe do 一 


fer) ee "< 
<p I, [Pe +(3t se E) Ja, 


(2) <b Dip}. (9) 


 ERRMEZ, EEE OMIE ORM RE 
- 部 一 臻 有 界 的 ， 所 以 , Ur, CHE B EATR Le 
PS, 结果 , RER, MERES MZ) FE AE. 
现在 设 SZ) 是 (1) 的 一 个 解 满足 条件 (2)=0， Amen 
一 实 参 数 , NER | 
~ M*=M+e 
题 然 是 我 们 的 极 秆 轩 题 的 一 个 比较 两 数 ， 我 们 若 时 
Dip, aj= ff [Ppor 22 2249 24) a0, (10) 


Ox Ox Oy OY 
则 我 们 有 
D{M*, M*}=D{M, M} +2eD{M, vihreDty, vyI>D{M,M}. 
AR s 的 符号 是 任意 的 , 我 们 断言 
D{M, vy}=0. 

a FI 

y= M(Z)— -2 
BM 9(2) 是 (1) 的 使 P(Z)Æ0 的 任意 解 , 我 们 容易 得 到 
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ER 。 | 
M(Z) 
DIM” 

WERA T, 画 数 K(Z, Z) 的 存在 , CHARA RR 
4,10) TE, PARRA. 显然 , EO RE p A | 
以 是 (1) HRAARIKBARASD Die} 的 任 一 解 。 我 们 将 以 
A B) #238 TE EC CATR. 

RAI PARTE ae A BER kZ, Z) SRE 


k(Z, Z)= 


k(Z, Z)= D (2902), (12) 
Ex (9.2) 入 由 方程 (1) 的 解 所 成 的 封闭 系 ,此 条 由 休 件 
D {@v, Pu} = hu (18) 


HORMEL. A TERAZ), RMS HLA Li TR 
月 系 的 存在 性 . HOR BOAR OT REII TE EE EUR SR 
ST, EER PT DUR DER I TE AS 
FE. RMR MAAR ER KR. WAVY (m, 2), 
m,n=0,1, 2, 5 使 得 每 一 (m,n%) 相 说 於 一 个 且 仅 一 个 (4= 
=1, 2,…) 。 我们 以 2(G) 记 (1) 之 解 , 此 解 在 人 条件 


mtn . ` 
Me) Lo, (m, n)~B; #=0, 1, 2, ory v—1, 
Ox™ oy" 
omtrp(Z) _ 4 (m, nyay 
Ôx"0y" ? > . 


ZTH Dio} 的 最 小 值 . 微分 (1)， 我 们 看 到 ， 仅 仅 对 内 指数 
m, n 的 某 些 棚 合 , 过 些 种 小 值 问题 的 解 才 存在 。 TARD, M | 
无限 多 个 m 和 刀 的 组 合 ,开题 的 解 是 存在 的 。 我 们 将 以 pv(Y 一 
=1, 2, …) 求 记过 些 解 . 在 普通 的 条件 下 , 通过 在 第 章 中 的 泛 
径 ,容易 相信 , 当 ”天 上 时 DI9,,9,)=0. MARADHAT R - 
MER AREA. SERA. RE 如 上 所 述 ， 
(1) 的 所 有 解 都 是 实 焰 数 > 和 U 在 B 内 的 解析 两 数 ,所 以 在 B 的 每 
一 点 的 近 郑 , CT UE AS — | 
> yy? yt, 
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在 Z=Z ORAM AGE, HI ON, 我们 看 
到 , 画 数 条 {9,(2)} 是 封闭 的 ， 
现在 设 {9,(2)} BE RM AMS RAS SBR 


KZ, Z)~ SlagdZ), a= Dik Z, Z), @(2)= 02). 
ih LEE AES, 我 们 有 | 
he -> ph (ZE Dik}, 
HR RERG | | 
> a2) |< (Ep2(2)) (E92 (Z))=k(Z,Z)k(Z, Z), 


因此 , RPA EMERE kZ, Z)= 27, p,(Z)e,(2Z), CER 
“内 的 任 一 于 域 - AEN — BBB. 


RER A ERIR B HR, FRR SE PS AE EN 
数 的 基本 天 傈 式 © 


CHES V APAREA TEE, MERE 


- BRA) IE TEREE. 


4 OZ) (LEB KAZAR, RA MRA, BA), 
我 们 有 1 8G(Z, Z) 
OZ) = 5 f 92) EE) ds;, 
ar zen 22) 0, 此 式 也 可 以 写成 
_i _ 
PCZ) =z: [PD 21612, ZI-NZ, 2] ds, 


R GZ, Z)-N(Z, Z) 显然 在 B 内 正则 , 我 们 可 以 麻 用 格林 定 
E, (EM 
p(Z)= = DIN(Z, Z)—G(Z, Z), 9(2)}. 
ARMAND, FE IL, EFRON EA HA EURE AN A 
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注意 ， 在 考 姬 槛 负数 的 直 交 画 数 时 我 们 鲁 指 出 ， 在 区 域 B 
RENÉE, 能 格 定理 使 我 们 能 够 由 畴 丽 数 1，z, 22，… 
的 就 能 直 交 化 来 有 效 地 确定 一 封闭 画 数 系 。 厅 用 和 划 个 以 及 任 一 笛 
MEA h ETIBERIER, 

hey FRE) Ret 9(z)} 


的 事实 , 我 们 容易 断定 , 每 一 在 B KENKREA BT eA 
形 如 


MM. 


k 
Di [ep Re(2”) +a„.1m(z”)] 


vi 


ORS KELLER UE (1) 的 场合 
TINUE, 当 卫 篇 一 整 画 数 ( 当 它 延 拓 漠 多 元 的 复数 值 ) 时 ,一 个 
SUI CH MAAS HCA) a PURE, 38 
RER We ERAM TIARA: 

& P(Z) =4F(z,2*) RB, ER t= 2 +iy,2*=2—iy; 
AUER RARE 

u(Z)=u(z, 2*)= PDI), 
EXRVENHER-ERINT, 而 9(z)= %(z,， 0) + FE 
— associate of the first kind), 

# u(Z) ERROR) sg- 平面 上 的 一 单 连 通 克 域 妃 内 , RU 9(2) 
在 该 不 正则 , KRZR. S-BRTATERN EHE REN, 但 其 
表示 式 则 有 多 种 。 例 如 

pg)=a(e)+ ff" ordada 


ANEU f" Foaz, da?) dzidzy 十 … = 


«sos CONS = 


(=1)" Q(z, 2") gyn- 
+5 € 2rB(n,n+1) Le z) ORK, 
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SER Oz, 2°) 是 某 些 只 依 王 礁 P 的 整 画 数 . a LODE, 我 们 
A DASE | 

Re(p(2”)), Im(p(r)),  v=0, 1, 2, + 
GSE A ALTER ZEB 


2. 格林 图 数 和 奈 依 曼 图 数 的 直 交 展开 式 


本 和 节 的 目的 在 基 栓 出 一 个 简单 方法 , 将 方程 (1 ) 的 格林 画 数 和 
FAURE RE ISS HORE EHC HY 
EB RARES, 且 使 
Dig} < œ 
HER 9(2) KAR, DLO? Bae. ERTEILEN, WR 
CAR PAIE AR {9}, AT(Z, Z) 记 B 的 拉 普 拉 斯 
RH, BR | 
WZ, Z)=N(Z, Z)—T(Z, 2) (15) 
必定 在 8=Z REM. At, 在 断定 UZ, Z) BRO 以 前 , 我 们 必 
REZ, Z) 的 一 般 仿 微 商 也 在 2= 2 pe. 
一 般 设 | 
S(4, Z)=—A(Z,Z)log|2—€|+B(Z,2),  Z=(E,n) 
篇 (1) 的 一 个 基本 解 , 我 们 有 
A(—A log}z—¢€|+B) = P(—Alog|z—¢|+B), 


因而 
(AA—PA)log|z—€| = | 
_AB_PB_2[(z-6)4。 (mA, Erin: 
rt) rer 
#22, 则 容易 看 到 过 个 公式 将 引出 一 矛盾 , 除非 
AA—PA=0, 
604| _ 0A 
Oa k-z Oy lean - (6) 


RE (16) 容易 相信 ， (15) 中 的 画 数 (2, Z) HE Z= Z RREH 
- EMRA. | 
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WEZ, Z) BRO, MRA WH AMZ, Z) eR 


9A Z) 的 形式 展开 式 的 富里 埃 傈 数 
c(Z)=DIWKZ, Z), 9,(2)}. (7) 
因 篇 由 格林 公式 ee 
DIN(Z, Z); 9(2)}=2n9,(Z), _ (18) 
(17) 也 可 以 写成 


” 6,(Z)=2ng,(Z)—-D{T(Z, Z), 9(2)}. 
BRK {9,} 的 每 个 画 数 9,, RTE 
h,(Z)= -去 DIT(Z, Z), 9,(2)}, 
ERRES, 我 们 得 到 
cv(Z) 一 2mtgv(Z) 十 了 (2) 上 ， (19) 
由 巴塞 佛 尔 恒等式 , 我 们 得 到 


S°'c,(2)=DIUZ,2)} 


HKA. SERME BEL 
~ KZ, Z) +l, 2) EO 
AFE 2 KER, 由 类 似 的 方式 ,我们 得 到 、 


SD [el Z)+e(t)P=D{UZ, Z+, Zyje (20) 
pol 
因而 
D 'c,(Z)c,(t)=DEUZ, Z), Wt, Z)}. (21) 
v=1 


SABE, COREK O 中 的 画 数 成 立 ， 而 且 对 於 具有 有 限 多 个 
半数 奇 点 的 丽 数 亦 鞭 .所 以 由 (21), 我 们 得 到 
DI 0,(Z)e,(t)=2aN(Z, t)—4daT(2, t) + 


TT +DIT(Z, ZT, Z)}, (22) 
明显 地 、 


| DIEZ, Z), U(E,2)}=2a(Z,t)+ ff PONZ, ZT, Z)de, 
因而 | 
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N(Z, bald, DE, P(Z)V(Z, ZT, Z) do + 


>> [o(Z)+h AZ) g(t) +h ty]. (23) 


过 样 ，(23 ) 即 乱 所 欲求 的 N (Z, t) EE DZ, t) 和 LZ) 的 表 
KA. | 
KA GZ, Z) IKEA, RH ET 


族 , MBAS EE. 由 格林 公式 我 们 求 得 ， AE 
fe 


- f(Z)=3- D{G(Z, Z), 1(2)}. 
Li De mer in. HES 
i (Z)=-Ż DIU, Z), ,(2)}, 


我 们 得 到 1 | | 
GIZ, t)=T(Z, D-i PLT, ZT, Zydor 


+20 > (DH DURCH ERE}, (24) 


” BU Z, t)=G(Z, t)-I(Z, ICH, 

RAA ERAS SP. (1) 的 解 所 成 的 族人 89 
BR. EA in À RT, 但 是 如 果 引 入 适当 的 算 
子 ， 那 末 我 们 可 以 分 别 对 於 和 N(2Z, à) fn G(Z, t) EH CRBC 
式 .我 们 有 


1(2)=D{k(Z, Z), FZ, FEM, 
f(2)= Dis G(Z, 2), sa}, fe, 
H2)=D{LN(Z, 2,12}, rem. 
”由 格林 公式 , 对 於 任意 的 放 As 及 96 D, 我 们 有 
Dif, g}=0. 


其 次 , RB EICH, BA, 我 们 可 以 AECL REA 
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问题 而 得 到 一 个 与 及 具有 相同 遗 界 值 的 画 数 上 APE, h- f= 9 
BR 名 而 我 们 有 分 解 式 

h=f+9, hen, geh, fe A, 
事实 上 | 

g(Z)=D{G(Z, Z), h(Z)}, 
CASH ER E 内 的 “投影 "。 换言之 ,A2 和 ERM HERNE 
ZTE, 它们 的 直接 和 是 全 空间 V, BRE | 
= Ve, (25) 
假想 地 , DUREE BR ES SHE FEDER (25), 我 们 得 到 
İN, Z)=k(Z, Z) +2. GZ, Z). 


得 就 对 我 们 指明 了 央 傈 式 (14) 存 在 的 基本 理由 。. 

在 格林 醒 数 的 表示 式 (24) 与 其 按 (26) 的 特 向 画 数 的 熟知 展 式 
Zi, FEE REO. | 

BE AL, Ao, … 篇 (26) 的 特 币值， 而 妇 , Un, ve 篇 其 对 应 的 特征 
FER, ED 4, SÉRIE CHF 

Au—Pu+i,u=0 

A-RA RRE HH u, Hu, BBR Lee, v- 
=1, 2, vee, HESR 


Diu,, Up} = -// u,(Au,— Pu,) dw= 


= aff, Un dw = aff Uritu dw, 
所 以 ,在 (简化 ) 假 定 天 hus v E u ZT, RAT ARAE u, 使 
其 满足 

Diu,,u,}= À dern. 
由 积分 方程 的 古典 理 葵 知道 ER EX 


DV, 一 Un 


(Ay)? 
构成 一 个 对 © HERRER, 所 以 我 们 可 以 通过 它 来 引出 
关於 G(Z, DER. ER Rk (24) ARE 
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v=) 


BR ASERARE T . 

BE PRAHA RR, FETA 
MERE. 在 微分 方程 的 场合 下 , RIT SRR 
PTR LY), ER 

f vay, (Z)ds= 8 ， 
”而 b RB BRR. ER D, 山 (2) 册 (WW) 交 是 有 限 
的 , 恰 如 在 第 III 章 一 样 , 站 由 下 述 事实 推出 :对 从 满足 人 条件 了 _， 

A, (W)=1 (W EB) 的 线性 组 合 DI, AWZ), 其 最 小 能 数 
具有 一 正 的 下 界 , 此 下 界 不 依赖 於 ， 合 一 句 儿 是 方程 (1) 的 解 P 
的 积分 表 过 式 

_ OG(Z ， W) 
e(2)= f PW) SE dsw 
的 一 个 简单 推荐 , G RR BAHN EHRE. 
3. 具有 不 定 傈 数 的 微分 方程 


在 已 往 的 双 部 研究 中 , 我 们 应用 了 微分 方程 (1) 的 你 数 ?P(2) 
BRANAR. JS DUR SAR RES 
R, ASE ARR. 

Ap(Z)=[P(Z)—K]g(2), (26) 
SER” P( 2) 具有 贸 前 述 相同 的 性 质 , TH ke eu A 显然 , 每 
AIL) OME, RAKE RES, ET KEINER, 只 要 
EME 3 十 C LA, 

对 麻 认 微分 方程 (26) 的 度量 由 下 式 答 出 : 

Dil, +} = ff grade, grad y) 十 (P 一 4)94] dz dy, (27) 
BARREIRAS, 在 推广 我 们 以 前 的 业 果 时 ,第 一 个 困 肉 就 在 於 积 
1) 着 训 我 们 用 如 有 点 (2, v). 
2) AER k SURER ECZ, WW) 之 间 不 腾 引 起 混淆。 
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YD Ap, p) REET. BT PAR 我 们 引进 积分 
Hi, v= [f p4 az dy, (28) 

CHEO AR RG Ad RAE. 於是 我 们 可 将 积分 
(27 ) 表 篇 形式 
Diip, d}=D{p, b}—kH{ 9, 4}, (27°) 
ER Dip, dE 由 (10) 式 定义 , MAR P(Z) 就 是 出 现在 (26) 式 中 
的 那 一 个 . 

积分 Dip, +} M Ale, d} SHOR, eB FR 
(BEER LEER A AR ADS, 而 我 们 可 以 研究 度量 (27 ) a IS 

它 的 形 如 (27') 的 表 过 式 ， 
如 所 周知 ,对 从 族人 2 中 那些 满足 人 条件 


, Hiv,v}=1 ， (29) 
的 画 数 v(2), 成 立 着 不 等 式 
| Div, vy, (29) 
Bin, SB OZ) PE BL BGS 
Av,=(P—«,)0,, Se 0 (CE). (30) 
vZ) SAA SIE | 
2-0 (在 C 上 ) (30°) 
` n 
的 微分 方程 | 
> Av=[P(Z)—K]v (30”) 


的 第 一 个 特 徽 画 数 , 而 oa AS SS AP (29) FT INES 
第 一 个 特 徽 画 数 的 另 一 定 冻 . 若 首 先 N AR he BK DEE 
知 , 我 们 可 以 用 下 述 要 求 来 确定 第 (N +1) 个 特 艇 丽 数 , 即 :在 族 0 
内 所 有 满足 条 件 
> Hiv, v}=1, Hiv, v,}=0 (v=1,2,.,N) (31°) 
BRE, 使 得 . 
Div, v} = fie) (31) 
成 立 . HARAS Owal), EDAREN Kn. 
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HER, FU0<RS MERE 

SPER PRE (26) rh Ag RR N AAS AAA], 其 
A, B 
l GLL Sty LEL kyn See, (32) 
BE-H m ARR f,(2) EY, ARESA 

Dill, fub=—O8yp O, H=1,2, e, m) ， 
K. RAAPA, FETE EE AL PF, 必须 . 
m<N, (38') 

事实 上, BRETTA N +1 个 丽 数 SZ) € OF, BOE (33) REIL, 我 
”个 可 以 找到 (4) SER 


N+1 


f(Z)= SY) af,(2) " (84) 


a] 
”使 得 l 

Hif, f}=1, Hif, v,}=0 (v=12,--,N). (841) 
REH vual Z) 的 梅 小 性 质 , 我们 有 


、 Dif, f} Seva. | (35) 
所 以 , 由 (27') 与 (32), 有 和 
Ditf, f}=D{f, f}—kH{f, f} >0, (35') 
但 由 (33) 和 (34) 推 出 - 
N+1 
DiA{f,f}=— d).a<0, (36) 


中 与 (35') 了 矛盾。 因此 , 如 所 便 指出 的 ,不 等 式 (33') 必 须 成 立 ， 
| HK, WRU Ste BOK A, CH O HAE RE MS DR 
”(26) 的 那些 画 数 9(2) 所 粗 成 .可 能 存在 着 AL PR, CAA 
ARERR Dep, p). 其 至 可 能 发 生 , 存在 着 一 个 画 数 
ZDEN, ER A 中 的 每 个 元 素 ， 包 括 它 自 己 在 办， 都 是 直 交 
U. SRE, Font BRE B+) LEMAR ER, RR 
们 有 
Die, 由 = 一 全，32 as=- | pE as (37) 


所 以 车 $9 篇 (26) 之 一 个 解 ， 它 在 5 上 等 於 雾 或 在 5 LRA FIRE 
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的 法 微 商 , AISME—TE 8 十 5 SURAT hd DRL © 我 们 有 
Dig, #}=0, | (37) 
县 此 恒等式 能 够 容易 地 推广 到 整个 族 A2. 另 一 方面 , # 0 上 具有 
等 於 堆 的 法 微 商 的 画 数 D CAL 的 存在 , 意味 着 7 ARTAR E 
(30') 的 微分 方程 (30”) OA, TE LESERN ER 
《A 的 存在 ,意味 着 篇 问题 = 

Ap= [P(G) 一 p] 9 (38) 

的 -一 个 特征 值 . BEED 上 2= 0。 现 在 我 们 要 雅明 下 烈 定理 . 
车 不 是 微分 方程 (30") 及 (38) 的 导向 人 ， 则 对 每 个 PEA, - 


eo + » è >o 


RRL Ek ERREP mes Bt, BORN EUR B# 
於 微分 方程 (26) 的 奈 依 曼 画 数 和 格林 而 数 ， 我 们 仍 以 2rk (Z, W) 
BCS MAZES BWA (26) HA. WME EA W, kZ, W) 
HURL Al (ICH | ICE HP € A, 我 们 仍 有 恒等式 
DAR(Z, W), p(W)}= (2). (39) 
现在 ， 若 存在 一 个 (2) € AZ, CEA RAM @(Z) € AR, IH 
性 里 及 (39) 得 到 | 
(6(Z)=D,{k(Z, W), 6(W)} = 0, (40) 
REM TRAE. 
我 们 的 定理 的 一 个 直接 推 若是 ， 至 少 存 在 着 一 个 西数 (2) 
EN, RAKE RBG 我 们 用 要 求 
D1, Pi)= +1 (41) 
将 其 就 能 化 , MUR ER ROSSER HB 1 Z ) PGES TERS TIE . 
JK, BB AM, 与 p1(Z) EETA. 根据 我 们 的 定理 , AMT 
空间 内 至 少 存 在 着 一 个 而 数 GAZ), RARER ER. IR 
我 们 也 狗 态 是 已 远 就 条 化 了 的 、 我 们 更 进一步 选择 一 画 数 pa( 们 ， 
CR 91(2) 及 PAZ) ER, HAAKSREORR, doth RE 
FESR. NSABENEN 内 存在 着 封闭 集合 ， 我 们 确信 ， 


u 景 个 将 得 到 过 个 族 的 一 个 封闭 直 交 系 ， ERR 


el Pur Poh = + Bas (41’) 
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HFFA), RPA, FERIEN 9,(2Z) 的 个 数 最 多 “ 
RANA. 
如 中 的 每 一 画 数 PZ) ET RRR | 


p(Z)= Dan2) ( a= à Delo, P.}), (42) 


ICR RAR MESSE A (41') 中 的 相同 。 特别 , 由 (39) 和 
(42), 我 们 推断 


KZ, W)= D+9,(2)9,(W). (48) 
r=] 


道 榜 ,即使 我 们 的 微分 方程 的 傈 数 是 不 定 的 , REARS 
一 封 阴 直 交 系 构造 出 奈 依 曼 画 数 与 格林 丽 数 之 俯 ， 此 条 中 具有 负 
秀 数 的 丽 数 的 个 数 是 有 限 的 ， 且 可 以 由 车 唐 微 分 方程 的 特 币值 而 
Baal. 由 以 下 的 手 炉 可 以 将 新 型 的 度量 是 引 众 蔓 型 的 ; 假 珊 
EZR {2,(2G)} 含有 m HAA SER 9p1(2),…, Pn Z), 
MR PHA RC REM, HK Pml), Pml 2),… BE 
空间 心 内 之 一 封闭 直 交 基 , AL SE m HEN PZ), o, Pal Z) E 
交 ; 在 着 个 空间 内 Dip, 4) 篇 一 有 定 度量 , 而 所 有 对 慎 种 度量 适 
用 的 考 虐 此 可 以 对 它 应 用 , 这 就 指出 , ARR MINE PZ) 所 作 
的 假定 时 所 遭遇 的 困 肉 不 是 很 重大 的 ， 而 我 们 的 理 洽 容易 推广 到 
P(2) 的 傈 数 乱 不 定 的 情况 ， 

如 前 , MIA 发 和 度量 (27), AFTER MRS AT STAR 
{¢,(Z)}. eS TA OO, PIERREA 8 
SHS HE. 


BREA ME EE 
A(x, x}=1 (44) 
的 画 数 x(G) € A 的 至 体 所 成 的 族 ， 而 在 避 个 族 中 确定 了 使 得 
Dax, x} = th (45) 


ARE. SPADER DTE JPEE), 
REWERA. BaZ) RRR PHM, HA 
Dali, Xs} 01. (45°) 
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更 在 考 讶 一 列 丽 数 X%,(Z)《 全, 它 用 下 面 的 方法 通 推 地 定义 ; ， 
xNh(2Z) 篇 族 AL HERE, 它 满足 
H{x, x}=1, H{x,x,}=0 (v=1,2,--,N), (46)* 
且 使 | 
D,{%, X} = Bib = ona, (47) 
X (Z) 的 存在 性 仍 由 在 § 1 PH ASS ERKEN, 而 我 
们 用 通常 的 方法 求 得 x,(2) SRS PSR: 
H{x,, Xu} = Op, DE{%,, Xu} = Orn, (48) 
Eh, RIRE RER (2,(2)}, CARAN 刁 -度量 与 Ds- 度 
量 是 直 交 的 。 常 数 0, He BAR BA P(Z)—k AER. ARARE 
题 现 篇 形式 | 
HZ, W)= N or, (Zx (W), (49) 


v=1 

由 (49) 及 (48) 的 第 一 个 方程 我 们 得 出 下 面 的 积分 方程 ， 它 确 
定 所 有 的 x,(2): 
2 (2)= 0,H{kZ,W) .2,.W))= 0, ff CZ, WW dow, (50) 

BA SEES BA GRATE HRK (80), (30 Re RB v,(Z) 5 RN 
题 (38) 的 特征 画 数 2, (2) DR Be ASR LÉ 20 AN ET XZ) 之 并 
的 巨大 的 相似 性 . 事实 上 ,我 们 可 以 说 , Dr Et RR EN 
O, PUR A, OZ), UZ) AR AZ) ART ARE 
HE. RÉ BA is TD TE 

De] N(Z, W)v,(W)doW, 
B 


| w(Z)= 0, [f G(Z, W)uW)doW, (51) 


x(Z)= 0, ff KH, W)x,(W)doW . 
ER, PCP HRA ABET SS BER. JE HE 07, 
D, Ad HAE PRE RZEK E. 


4. GRE Ty FB 


RURE Gh + STE A EL, 220 
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”种 修改 ? 作 篇 一 个 例子 , RRA BE 
AAg=0, (52) 
CEE FREE. | 
如 所 周知 , HOR REGRRE, (62)408— HE CET BN Ye IG 
式 
a p(Z)= Re{2z7(z)+9(2)}, 
EX f(z) 和 g(z) PBR 2 的 解析 画 数 . 对 所 有 形 如 
~  F(z,2)=2f(2)+9(2) 
且 其 模 数 的 平方 在 B 上 可 积 的 画 数 所 成 的 族 吾 ,我 们 可 求 得 一 封 
PARR (PF). 我们 可 以 假定 , BGR (FL) ARBRE AL. 使 六 


足 人 条件 
' RES do= dn, 
RAM (52) B A BEBE 
K(Z,Z)= Dre, DFE, Č), (53) 
ERP CERAM EM ERER 
K(Z, Z)=EAZ, 2), (54) 


F(z, 2)= [| KAZ, ZFC, © due, UE, 2), 
13007 RPC MERE FE HB) AU EKE M 49 HH 
的 . 我 们 容易 恰恰 ， 当 我 们 的 区 域 以 原点 需 中 心 ,2 SFA 
时 , 在 上 迟 度 量 的 意义 下 , Tin ERROR SER 
BER: 
Po= pz; Paie Ont alee GOS 
Pon = Pp (Qn— On| zo pT, n=1,2,- 
raha ae ale ae 别 ， 


-ji ER EOP ER EA <a 
kid 


AREA 
F= > CnPn(?2, 2). 


“138。 


#5 F (0, 0) 二 1, 则 我 们 必须 有 
1= > CnPn(0, 0)= p0, 0) +90, 0) = 10 (+). 


另 一 方面 , BRAM 6 HB), LEASE ERB A, 
AURAI ELSE ib RUES | 


JJe w > ff, WPI de = Kiel > lel? tea 
AOR MIE c= = 过- 时速 到 , 因此 
2 Ki 2+3 
I, do > oa 18 | 
ET RÉ | HD RÉ RE IE (SE 6 页 ). 
《52 ) 的 格林 画 数 G(Z; Z) 篇 (52) 之 一 个 解 , 它 在 B 内 除去 一 
REZ Ob, 是 连续 的 , 而 在 2 点 的 痢 近 我 们 有 


G(Z, Z)=\2—C |? log z = +H(Z; Z), (55) 
EN HZ; Z) Æ Z=L PR. ER, M ZÆE BOND b 
上 时 


G(Z; Z)=0, (56) 
OG(Z; Z)_0, (57) 
Onz ` 
BA n RR 5 的 内 法 粮 。 
我 们 定 闵 画 数 
OG(Z;2 
M(Z, Z)= un (58) 


ERPHERHEHEN M 篇 Ki L— EUR +. 
HR, M(Z, 2) = M2, 2). 


我 们 现在 计算 | 
= ff M(Z, Z)F(C, Č) do, (59) 

以 B, RER BREE |< 后 剩 下 的 都 分 , 我 们 得 到 : 
e 139 . 


2 


I 2. 2G we = > OG par 
oz 0 10 
B von” 230€ < (60) 


i — 
T24 1e-ti=e ad ac— ff, 2 ò Ao | > 
BE F(C, O= TAE) +g CENBAT), 61H). 
(55), RER o | og 
azo “2 pot orot’ (61) 
mid (56) K (57), BZ € b REA 
OG(Z;Z)_ 0 
827202 
所 以 命 6 一 0, 我 们 得 到 
7(2) 一 一 至 BCz， D=- ff 2% or! (62) 
eRe 
_ OG _ OG à o 
Ja Fr lee x à) aw 7% N, Oz? oe OS c. (63) 
Ki GREE, GABOR RE. 而 由 (56), 第 一 个 积分 
SF, 因此 
2 8G 
F(z, D= ff (-2 Sapp) Fao, (64) 


HERECGA) MA), HEERA 4 RE (52 RER 
ASR RS 


2 8G(Z;Z) 
aD oe : 


HR (62) ÆR PERE. CETA AR TASK 
理 , ED SIME PEERAGE AS IEE, 亦 即 
(9, bs e}->D |f Tapas 
f —(1— 6) (GaxGyy + Purper — 2 Paye )] dx dy. (65) 
EXD (我 们 将 取 它 等 办 2) 及 o ( 波 阿 松 Poisson HM) 4S WH 
常数 .. 出 部 分 积分 法 可 以 给 出 我 们 的 度量 具有 另外 的 形式 , 它 是 
常 有 用 的 ,我 们 有 | 
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ip, vs o}= [mo + V8 jas, (66) 


TERNER 
M(pio)=2(1— 0 )[ParCOS 0+ 2P ay SİN a COS a+ Pyy SiN? a) + 
十 GAOD]， i (67) 
Vipie)=2[ (1—0) 2 (Per Puy) sin a cos a— 
— Pry( COS? a— sin? a) )— (Pass + Payy)COS a— 
— (Pour t Pazy) SN a] . (68) 


都 是 有 着 简单 物理 解释 的 量 ， 而 On 和 ds 分 DHE PE FI i 元 
素 , o RE e 轴 的 交角 . 

如 果 我 们 在 此 度量 的 意义 下 将 解 po EA, RIRE, fe 
函数 是 有 限 的 、 谭 用 间 些 直 交 画 数 我 们 可 以 解决 两 个 不 同 的 避 值 
问题 ， 

a) GERKE) 当 om2 SETE B A b ERS EI: 


À CE RIDE SN VE b Le, | 
D AR PMU PTE AE AE N 


SL AE REIT HR, 从 封 阴 直 交 解析 画 数 办 出 发 ,我 们 从 
| Ò (han + ess) 一 由， . Ò (hy +ihwg) _ = 0 
Oz >> 02 


ERBE... 於是 Dth,, huy = 6, BAA — HERR 

情 , SSR RIKER. BBV BS 2, 下 面 我 们 将 指出 ， 

wham AAg=0, WAS Bl Be 画 数 奥 实 
Be BREITE HS EN TR 


我 们 由 关 傈 式 
OX Roy + ih) =F PUR Pen 一 0 (69) 
ge v Ne 


DER ho, EHE PL} RE ER. h— BA RRE 
AA, h, GE RSR RO RER, LE, 我 们 有 
Rav, sz — Rov,yy = Roy +1, yes 2hoy,xy = Noy+1,yy— Le ; 
Tan, De, (70) 
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RATER RARE SRE 


ne ff den JP (PTD 


, = (An, Rays —1}—i{ Rey, Ras —1} = 
= (hav, hauti, —1} +i {les on; —1}, (71) 
亦 即 {RL} 在 度量 {p.v —1} GERT, 篇 (52) 的 实 解 的 一 个 封 
于 就 弦 直 交 系 ， 道 就 是 所 要 求 的 并 保 式 .和 填 个 事实 使 得 我 们 可 以 
HE FIRE Be BR BA AR RE Be REX (Robin) HE, BPI AS ie AP 
假 届 对 一 个 具 波 阿 松 比 认 5 BSE EE ET Tele: 
R(9; o)=M(9; o)+(i+o)P(p), (72) 
S(p; ¢)=Vig3 o)+(1+0)Q(9), (73) 
WE P(p)=29,, SİN a cos a— Pur SiN? a— puy COS a, 而 Q(P)= 
= (Pr Pyy) SiN a COS a—p,,(C0S? a —sin? a), ARB? 
。 Od 
(p, b: d) = f [ Rip, 0) 2% +80, eyo Jas, (74) 


作 篇 我 们 的 度量 , 则 我 们 看 到 , LAMPE EP ROE 
禾 直 交 画 数 族 将 使 我 们 能 解决 上 述 的 霜 瘟 于 题 。 但 是 ,如果 我 们 
Bw RAN 3 通过 9 来 裘 过 的 完全 表示 式 , 则 容易 看 到 

(9, ¢3a)= 人 [2(9.2008’%« +29,,Sin a COS aF Pyysin) 一 


ð - . 
—Ag] St ase [ ( 2 2 Ge2—Gw)sin a COS a— Pz, (COSA — 


—sin’a)] — (Pons + Payy)COS O— (Pyy Puen)sina)ds,. (75) 
Het BE(66), (67), (68) ERE RPD | 
l (p, 4: o)={9, 3: —]}, (T4) 
肉 此 , HEER TRENE ER . 


Aronszajn 3, 4, 

Bergman 3, 17, 28. 

Bergman and Schiffer 1, 2, 3, 6, 7. 
Courant-Hilbert. 

Hellinger and Tôplitz. 
Lichtenstein. 

Zaremba. 
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元 复 罗 函数 与 慢 共 形 映照 ， 
1. 基本 理论 


在 壮 章 中 我 们 将 假设 刻 者 已 勾 熟 悉 了 很 多 古典 的 分 析 葵 中 的 
TC ie HT +. 

TAB PBR = Hy, 2a= tat iy 的 一 个 解析 画 数 f(z1,%2) 
Ze VO HES WK EG Ze AEN, TARR ERRE 


f(2,, %)= >> Amn ZY 27. (1) 
柯 西 - 黎 蛇 方程 ， | 
| df -0 (k=1, 2) (2) 
02, . 
À SCA, 2) 所 满足 , deme 


0 


on lactis ay,’ 
VAREERU)REERORTIEREN EN ER. SR — 
组 二 元 的 二 解析 画 数 


Wr= F(Z, 25), k=1, 2, (8) 
Hé pa BEZ FT AH —— ER, AT ER 
Ô(f1s fa) 
O( 2, Z2) 


FRERE. SEBO ERLE AS. 
FET ES RES ERAR EE BUS AT A — | 


1) H-BRAS ee 
BAS TR BTL FEA ES (20, 23, 30] 中 找到 . RUE th fe EAD TB BE Se 
HU SUIS He LRA BARS ERR. 
MERS NER EE, HF LEE Ft n TERY 
的 函数 。 289 Behnke 与 Thullen; Bochner 与 Martin 2; Fuchs 5; 
. Osgood 21. = 
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数 的 情形 我 们 可 以 在 平面 上 工作 ， 但 是 ,我 们 可 以 取 Y BORKEN 

而 w1, Wh, % 表示 三 度 A. 於是 我 们 能 够 用 如 同 图 9.1 一 9.5 和 

10.1 一 10.5 A} BURT FR Pel AS BB AE H D BET cd BRE 
‚Mir [alr 


FURER 
[zl lza r 


K. EEE: TR V= AKT = 一 1， + 0, + 
及 1t。 实际 上 ,如 同 电影 一 样 的 四 上 度 区 域 ORE Ke. 


图 10.1 图 10.2 图 10.3 E 10.4 图 10.5 
eB: 注意 到 ee MAUR B Bs 55 Fr E 
的 作用 是 不 同 的 , 全 也 是 双 柱 体 
Jar, [a<r 
MAY FC, 22) Æ B PRT. RM AGAR 


f(&1, 62)d62 i 
ran = 7 ml LÉ (C1—21) (C2— 2)" (4) 

积分 只 是 取 在 二 度 的 子 集 CC, - 
Cy: |El =T, Cala = Ta (5) 


E. BME f(41, DAR) LER RE SER UM BR 
的 特征 流 形 。 兹 不 是 所 有 的 域 都 有 特征 流 形 , 但 是 注意 到 一 个 画 
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数 在 具有 特 微波 形 的 域 瑟 的 一 个 子 域 B 的 队 包 上 解析 且 B' 合 有 
特 微 流 形 , 是 必须 在 整个 如 中 解析 的 ( 亦 可 参阅 8 6). 
RSET PE ch ANS ROAR, RLU 
去 考虑 一 大 类 具有 可 以 比较 性 质 的 区 域 ， TERRA, 例如 原点 的 
ERIR C ,我 们 上 膝 解 篇 一 个 域 , 它 奥 每 一 个 解析 面 za -asza= 0 的 
交 是 一 个 中 心 在 原点 的 图 ， 若 我 们 记 回 的 生 径 篇 9(3), s=, 
我 们 发 现 C 的 扯 界 可 以 用 方程 
jal z=}, fiss 
KRR. MAO RERA À E KAIR RE E | 
atmet, 2* = etza, 0<d<2r, . (6) 


图 11.2 » Hs ~ 
在 图 11.1 一 11.8, 依 合 输出 圆 型 域 。 我 个 注意 到 郝 换 (6) 使 项 
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SMA, 自在 图 中 的 图 片 Si(%=1, 2) 也 炮 成 自己 . 
二 元 被 焰 画 数论 最 重要 的 域 之 中 有 林 将 特 ( Reinhardt) i, 
ee ae 
= eiz, z= sz, OO on, 0<0,c2n (7) 
的 圆 型 域 , RAS D HE ARIES (6 RR, En 
TR RRS EN aE 


2. ARER 


EEE ENT ER BS TST AR ZA BS TB TEAR FB EF 
个 多 数 时 很 快 地 和 给 出 拓 广 .和 值得 注意 的 是 , 直 交 画 数 方法 ,只 要 很 
BX Lee, 可 以 同样 地 应 用 到 二 元 画 数 葵 上 . 

EAHA IIR DB FREE RWE 


In t= [fff 11 du< 


A A BR APT ER f (21, 22) EI PRE CB), EM do = 
= dX, dedy dys 是 体积 元 素 . 我 们 在 族 CB) 中 引进 一 个 解析 画 
数 的 封闭 系 (2 (2，2a)}， 它 们 满足 就 入 直 交 化 人 条件 


Ino, I= [f] Pudor, 


Ti FF CERES RRB BT es I PARRET. AT RAS 
NE, 我们 只 要 排列 偏 半数 
o™tn f(a, 2 ) 
Fmn(2)= Soe 
篇 如 下 的 形 能 : 


„0.0)°° (0.1 (0-27 * (0.3) +++ 
TOY QD) (1 3) 
42°0).-421) (22) (23). 
EO (31) (32) (33) 


EN. RART (00), (10), (01), (20)，…。 FER {9,} HWER 
KIS n 2, MIAE a) À À EL ER, 9 (21,20) 的 前 (2 一 2) 
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TERRE B 中 的 定点 “= (61, 8) LAR, 而 第 (7 一 1) 个 篇 1. 
REJAT BEKKERS 
Kp(2, 6)= Rp, 225 81, C= >) Pi 2P EnC). (8) 


Kp(2, €) RR {9,} SERRE Tf) 有 通常 的 SALÉE . 
EZ. RP AS z= (2, 22), C=(¢,, Ča), EF. 
对 於 中 心 在 原点 的 林 赫 特 圆 型 域 C, HE *? 好 题 然 是 直 交 的 
因而 
Katz, Č)= DE FESTE, (9) 


m=0 n= 


coe [fee dw, 


SAPS — AS EE, Ri 27 er Hr AES mM + nA 
FEM, tna, 事实 上 ， 车 
laft zl cels), z 一 S， 
2 
是 图 型 域 C ER, SR PAT LATE ER 


Za= Ža, 3 一 一 ， 


m At C A HH BL AES B 
|2.|<e 
而 有 


Jola 一 


= alim Sf s™s™s ds d5 x 
€>0 Ial<o 


x [or <P (8)7/(14-)8)? n? m m des az, |= 
而 a ae: USER Hh BEAD FS RK, FE 我 们 有 
Kc(z, 9)= (10) 


Ie do 
我 们 发 现 , HR IEEE 
| . 147. 


af =2i( 41, 2%) ap = 27 (41, 23) | (11) 


TIR B BB B* 上 ,我 们 有 


* 0(2f ‚2 yot, Cy) 12 
Kp(2, Č)= Kp (2*, © Es Ge 2). (12) 
Zn RR. ee Ks(%,56) poe ge (Cale Fe 


Jef) RE, RASE MC, C). AMPG, ©) RME, €) 
是 分 别 在 休 侍 


KE)=0, el, fal(S)=0, | (13) 
及 | | 
f(E)=0, 六 (6 ) 一 0, fa) =1, (14) 
ZTE S REBER. RE HEROD 00 
ozi O27 
=1, =0, 。 
OZ: 02, 7. _ 
Oz 一 0， 92 1, 、 (15) 
EA 02, . 
RAB My fn MY GE FA Ke ET HR. CE 
ME 50. - ` My „1 
Ts (16) 
Mi, Ns 


在 就 能 化 八 共 形 映照 下 是 不 克 的 .对 於 中 心 在 原点 的 图 型 域 可 以 
很 快 地 苯 得 公式 ? 
Msz, 0) Moi(z, 0) 
MG, 0) ™ > Miz, 0) 
RE FE MER (17), ARER THE E. 
ARE EEE AR A 


ss se ee o o 


= La, (17) 


 zř=02,+b2,, 2f=c02,4+d2,, (18) 
RATER RER. 


a a a 4 a s 4 a è ù o > 


e e è o >» + o > o 


1) 在 (17) 中 ， EEE ASCHE, 0 表示 原点 (0. 0); 而 在 另 一 些 地 
A CRASS. 簿 是 从 上 下 文中 容易 明白 的 ， 
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—MRTEREITER ERACO ) 之 . 


>. . se o o oè 
e o a o s >% è e o > 1 è 9 


RP RPP, 超 球 
(zP J21 (19) 
VER HED OR HE | 
| Pal, [21<1 (20) 


LE. RP ARR EE ERA EURE BR BS] —- ER 
E. i 
AB BE AF EAS (19 ) BRB) (20) LFI, BOAR ABA LS 
到 点 &1, Čas 5—RER 
z*= 为 一 6 2% = Za— Ça 
1= 2 
这 E121 i Caza 
HE 5,6; 映 篇 原点 。 从 是 存在 一 个 具有 形式 (18) 的 映照 将 (19) 了 映 
到 (20) 之 上 , 过 得 到 一 个 明显 的 矛盾 。 

这 个 定理 是 邦 加 茶 (Poincaré) 的 , AAR TEE CER A A OR 
RER, ARERR FA eS. | ARE EAN 
RY, WAR See E Bee RD RS I RR 
RERE HR STE LASIK. 


3. 不 风度 量 


在 第 IT 章 中 引进 的 度量 的 最 大 方便 是 在 於 定义 中 不 依赖 从 
TERRE. HELZ ARRA ME RR E E 
形 中 去 。 MAFIA MEMBRE, SMERBHTI 
形态 的 偏差 定理 , 而且 可 以 定 闵 许 多 有 意 族 的 不 兢 量 . 

若 我 们 微分 从 (12) 得 来 的 关 傈 式 

Kpg(2, 2) = Kpx(2*, 2*) 


0 (27, 24) 

ed (21) | 
HEARE- REMIREZ), 我 们 有 

9210g Kp(z,2)_ yO? log Kp(2,5) 925 8 o m=12 (22) 
Dim Ön paa O28 02% Oem Oa,’ 9 
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Ar 
_ _ ô log Kp(%,2) : 
| Tar(2)= on dès (22°) 
RER T H ROE : 
WEIMER TEM BILE AE T(z), RARE 


ds? = J >> Tux din dz, (28) 


mai 


FRE (DER. HRA I EHEER TUE 
朋 在 条件 F(2)=0, Ufo?) Huafa) =1 F (th u, t AM 


固定 的 常数 ), Je(f) A/R 


Ag (24) 
Kz(2,2) >> T mi (Z)Umitn 
m n=l 
AR EUR RS Sc SS T . 
最 方便 的 度量 (23) 是 当 了 = 工时 。 REF 
Kg(2, 2) è - 
J alte) ___ 25 
(2)= T(z) TN) (25) 


也是 有 用 的 。 
我 们 转 回 来 推广 寺 死 兹 引 理 ， 和 如果 我 们 在 度量 (23) 中 用 算式 
(25), PURES FE Ay RE AA Se a | 


dQn(2)=Kp(2, 2) dw(z), (26) 
此 处 do(z) 是 欧 氏 体积 元 素 . | 
RER GCE, 我 们 有 
dO,(2)<dQ4(2), 2€G., (27) 


MBL, Kel, 2) 是 在 条件 f(z)=1 之 下 的 Ja(f) BRS Bl 
数 , 而 Ko(z, 2) AMRA. RE , 
Kp(z, 2)<Ke(2,2), ZEG, 
RECDRIAT | 
车 、 


@ = RU, Ua), 
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Za= RU, Ua) (28) 
eT UME BPA, BAR u, A un BE, Uo pP 
TARERE HES, 从 是 我 们 定义 了 面 (28) 的 B- 面 积 

[f Ee, T EE 
EX u= (u, Ua), ` 


HE B-H RLRE 
dAp= (Kp(?%, z))? 


du, du, 


(21, 23) 
O(U, Ua) 
过 此 Ks RÉ ROR), RE 

OT: joy Om yi OY; 


| du, dus; 


Ô(Z1, 22) = Ou, Ou Ot, ÔW < 
OU, tz) OTt ;OY Oily | i OY Oy; || T 
Now 9% Oty Oty 


2 / ox yf Oy, \? Ox, Ole , Wr OV Oy 
À CCE). DD du S 
9% 0% , TE1 OYe 9% Ox, Oy, Ÿ ` 
È OU, OU, > ou, Ou,” Pe Ge a) 
BUR (27), REAP RR: | 
#& GCB, Ri 
dAp(z)<dAg(z), 2€ G:; (29) 
B- ME SLC. | 


4 比较 域 


ERP PIERRE AIRES, 我 们 的 方 
ERRERA B OSIRE, CERREN 
i Je(7) KREME A KRT, REM A 的 单调 性 
引出 我 们 所 需 的 不 等 式 . 

遭 个 方法 的 应 用 是 很 普 渤 的 ， 我 们 用 来 求 得 在 众 共 形 规 换 下 
的 欧 氏 著 素 de = (|dz 中 十 1dzal? 六 的 偏差 的 估计 ， 需 此 目的 我 们 
引进 非 欧 度 量 (23) 而 J = 1, BERERERETSTER. BT 
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得 到 需要 的 佑 计 ， 我 们 首先 借助 於 内 ,外 的 比较 域 来 估计 非 欧 的 . 


E, Ah, 第 二 步 来 决定 欧 色 与 非 欧 长 度 之 问 的 关 傈 。 ` 
HAEC HE 19 的 极 小 性 质 , 我 们 有 
ADAP, (30) 
FER GRE We | 
GcBcE, 
”应 用 记号 . | 
Hr(u,%)= > T mamin, (31) 
由 (24), 我 们 有 i | 
| Fe DK (82) 
从 (32) 有 | 
Ke 1 „1 _ 1 Ke 
Hs Ke IGK, SIDE, Ho vag, Ky Her ` 


jae RES (31) PHB 1h Fu 都 对 .由 其 (283) 蕉 是 我 们 
有 
ie dsi<dsi< a ds}, (33) 


EBS SEM LES. 
我 们 现在 可 以 来 计算 在 原点 有 千 径 2 AO LBRO EEE 
# 4s， 用 直 交 条 (9), 超 球 的 核 画 数 容易 求 得 入 


27 
Bu. 34) 
mp an] af ( 


4 (22), 我 们 有 
Tas la, Ta- 8,8%, 
T T T T 
T a= 32, A, Ti= B21 2a | 
Tr? T? 
BEAM TAE 
0. t= pm, 5 
RERAA ' 
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= ds?=1(|d2,|+ de] + ad + 2ydz,)?, 
车 do 表示 由 | 
o?= |dz,|?+ |dzql? 
ERA, 从 是 我 们 有 估计 
z dst da? 十 (|2il2? 十 |2aj 9 do?= pdo’, 
E ds>r de?, 
BN 
3 Z dard" do, 
特别 , 在 超 球 的 中 心 , 我 们 有 
ds? = — do?, 
现在 全 21 = 25 (21, 2%), Zy = 2h (21, 22) Kr MAS EEE FBO 
ik B we Aue B* 之 上 , SRE RO. | BE BA 
B* 分 别 包含 在 超 球 12 H a CRT Riek? + 22 <R” 之 内 , 县 
AY BA BY BARR al |2: P<r? Rl zt [+ TS HE, 
(84), AFR P 的 超 球 的 中 心 的 核 画 数 的 什 是 一 一 xo 2, 双 因 篇 非 
ba Fe BE AL FERRER FERES, 由 (33) 我 们 有 


3 Tyocds- ds* << Rt +2 
, R? R’ r* 
FED 
do* psy? 
\ da < RR”? ' 
HEERES — PP eS AB SLI RRP 
开发 度 的 偏差 的 界限 是 


y*3p? do * R*3R2 
FR*? do  rr*?". 


5. 有 固定 奉 的 域 


若是 一 个 包 有 点 (41, Fo) ARMES. BAR 
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ERRE BIRA DEELEN C ERR T ES B TEC KEE “ 
&. 
车 BB 是 一 有 界 的 , ME Pade C EDB RAEES, REH 
ER BK | 
- M1 Mo: 
M? M 
所 定义 的 表示 域 中 , TRAIT EE. 
BRA, RRR, 6-0. RAT Seen 
ZÝ = One + aa, 23 = Oy + Aga, (36) 
BILERA ER SE ATER. 
(LBL B EH BE | ` 
| af = ant + agt e, 
27 = aait an+, (37) 
Do= anay — 20740 


映照 到 自己 . 合 


(35) 


D(z) = 2 C2) 
. O(Z1, 2) 

於是 由 Mie, 0) MEER 12 RTE 

My(z, 0)= Mae), OL, + (38) 
由 炮 换 (37), 在 B 中 每 一 个 画 数 了 *(z* ), ERA 

f*(0)=0, f%(0)=1, f4(0)=0, (39) 
Sh ER A(z) =f" (2)), 使 得 满足 条件 

F¢0)=0, fo(0)= an, fu(0) = an. (40) 
语 样 ， 每 一 个 满足 (40) 的 画 数 f(z) 由 (87) SADIE (89) 的 画 数 
f*(2*)=F(2(2*)), ERACE (40) TE TEN EIER 
Mraz, 0), ERP A 


Mgu'72(z, 0) MED D(z) (41) 


. 
0 


同样 ， 
My (2* (2), 0) D(z) 


(42 
D, (42) 


Hav'z(2,0)= 
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SEA)" (BPA IT BAK) ) SE, MER 


且 可 以 分 解 篇 . ` 
0 0 
“| Jom | 
0 > \1 _ 
RE 

| Mgw'n(z, 0) = ayMy(z, 0) +a M2, 0), (43) 

且 同 样 | 
(44) 


Mgartn(2, 0) = MPZ, 0) + qmM (2, 0). 
我 们 注意 到 诡 用 第 II 章 的 方法 , 我 们 可 以 用 形式 


K(z, 0) Ko(2, 0) Konlz, 0) 
K Kan Kon 
Km Kon Kyo 
五 oo Kan u 


Mawu(2, 0) =a. K 
K 000 Ko Kyo 
Kowo Kom Kom 
K(2, 0) Kow(z, 0) Koulz, 0) 
Kow Ko 
Kow Kow . Koo ‘ 


K Kon Ko 
Kwo Kowo Koal 
Koo Kom Kom 
=M (2, 0) +aMp(z, 0), 
K apan asia ICHS 

dap ozro OS | 


— un 


:=o E=0 
ARE Mine, HA MA (43), (44) a HRK (41), (42) BRIA 
(38), 我 从 有 
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Me, Ma), MEN, (45) 
My(2*,0)  Mi(z,0) M%(2,0)' 
M}(2*,0)_ p MEC, 0) | a MY (2, 0) (46) 
M4 (2* , 0) aM, 0) Mia, 0)” 
2’ =2*(z), 
(45) F(A) EN TIER BARA BEE AY EEE. 
由 此 公式 ,应 用 最 小 积分 方法 (参天 40 页 )， 可 以 得 到 不 同 的 


Mina 的 界限 。 
6. RCE AIT ER BOK 


如 上 季 所 示 ， 核 画 数 的 引入 和 极 小 积分 原理 万 许 关联 到 区 域 
内 部 丽 数 的 定理 的 拓 广 , 例如 ,含有 又 曲 度量 的 计 喻 . 若 我 们 应 用 
核 画 数 的 方法 , 不同 偏差 定理 的 洲 出 , SSH ET ZA 
数 画 数 的 一 些 烙 果 的 六 出 ,只 是 一 个 技巧 各 题 。 当 我 们 要 去 拓 广 
涉及 区 域 遗 界 的 一 些 定理 时 , 情况 就 完全 改 榴 了 ， 例 如 ,依赖 雁 调 
和 度量 原理 的 一 些 结 果 . 在 过 种 情形 , 画 数 不 只 是 在 区 域内 部 而 
AGS SRL i. TE 我 们 将 指出 从 一 个 复 寿 数 到 多 个 复 杰 数 
Ber Be AG BS SAAS Fa DI. 

Dar a, A Tr BY HE 
APTA BS BE BK GZ BET SCARE, MARIREA 
LÉ en DRE ii DU mer RE HE, 
iti A AR SC BC LE ARTEN 

Z= PAZ), Z= PZ), 
取 定 值 , JER D, 与 py AR Z OT. — 
z=p(Z, à), 2 一 Q(G， À), ( 和 人 是 实 的 ) 

钥 成 一 个 解析 超 曲面 . | AA EO BHT 中 的 基本 ICH 
是 :解析 面 和 超 曲 面 ; 由 有 限 张 解 析 超 曲面 围 成 的 区 域 ; 等 等 . 

ti EU CU Ce pr ve LE 
T. 

ER BE RE AMS ay ite FE CL) A (2) SER, 

MITEREKRBRENKZUEN-ER LES, A 
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= 2 NB PE E SAE FR. HEC ECM CR A DL EN AR 
看 , 无论 如 何 , TEE FE TB ei RUE E 
那样 在 起 作用 ， 篇 了 得 到 一 个 相仿 的 情况 ， 我 们 只 考虑 由 有 限 从 


X 


“ 国 12.1 
解析 超 曲面 所 图 成 的 区 域 . 


合 召 是 有 有 限 个 解析 超 曲面 图 成 的 四 度 空 间 HE. 属於 二 
MEER BE SPRIT RE TE EI ZUENDER FT EL AED’, PHE - 
Bry RHE. | 

TRES RA ET Aa, CREA A a EN A a 
的 。 因 此 , RPE 144 页 上 的 观察 方法 . 图 12.1 到 12.4 看 作 由 
PO Bee Te RE, 它们 的 方程 是 


y= Zi, tg=1+ih,, -oo<i<oo, Z,=X,+iY,, (47.1) 
z= 2, z= —1+i, —o0< AL, (47.2) 
z= Z+ eis Z2= Ze, OLA 入 2r,(47.3) 
= —ZAyt+e%+co0s À,,2= Za, 0<A 人 < 入 2r,(47.4) 


FREE RER ER", 它 包 有 四 个 “ 瞬 那 " 相 诡 於 Ya 一 0, 4, 3,2. 


1) 在 图 12.1 一 12.4 中 ， 在 不 同 的 “ 瞬 那 ” 中 的 点 不 用 任何 下 标 来 加 以 区 别 : 例如 ， 
在 12.1 h REBAR A DE As 在 12.2 CTI Ass 在 123 thy) As; 在 12.4 
iD Ag, 

BY wi, Vas zz OATES. EDTA IS TRE , ABE 
pizt. BTERBERSHWRHTCEHZIH. 

如 果 我 们 说 域 在 曲 术 内 ERRA ee AI, EA RR “WAND 一 
Felts Oak Bs Sk BeBe. 
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RE UE (47.1) ((47.2) RE], 在 每 一 个 BEN 中 出 


ed hs 


i123 fet 12.4 
现 篇 t= AR he AmBnA[Cp Gy C] 所 图 成 的 蕉 而 。 超 曲 ， 
if (47.3) 的 截面 e AEB 12.2 到 12.4 中 出 更 篇 由 Bm AGDCB , 在 
- N 12.1 he EBmAFsE &EGpCFtE 所 图 mM. BM DMR 
EN GE 12.2 By 12.4 ewe AnBCaGA Prk, 而 在 图 12,1 
中 篇 AnBEtFA R CaGEsFC ER. 
SERIE HE Be hi Hye DI, = Kine 12.1 Bl 12.4 中 出 现 
BR Amp: Ze Di, = hi Nn hd Hy BAS ANB, Z DA = BORE 
= hin REA HER CoG R CaG, Hes, Dh = hin 局 在 图 
123 到 12.4 中 出 更 篇 BC 及 AG; ER 12.1 M CME BESFA 
RGEC, $ D= D+ Dat Di, + Di Di 秀成 特 徽 流 形 ， 曲 
BZA lu hinhin hi GE ones A x By REZI lu = 
= AN ARN WY GEHBLSS C fu GAL Re . 
Ren, ER Le ea 
SPATE AOR: 例如 , 所 = EE CAD. FS“ BEAD’ BR 
Yo= 0, 4, $, $5 每 一 个 有 (41) HBAS SR HARUO) (在 每 
ER”, We 4mBn4) 所 图 成 ， 此 外 , his ER, BO). (BR 
ys 一 0)1:(0) 出 现 篇 联 千 CoG 与 BR (ASE WI, 这 是 图 12.1 的 右 
if HOE RE. BVA =t, 4, À SHS (EM 12.2, 123, 
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12.4 的 背面 的 一 四 上 )， 其 它 薄片 Ca) 在 每 一 瞬 那 出 现 篇 平行 
准 1(0) 的 米 。. Eté, h= 23, ZA). BR Ya= 0, A LO) 出 
RANE AnB 与 EtF (M 12.1 HELLE AR, 
2; BARAR AnB 与 AG RR. BRAT aT 
BIKE, 

PBS BA, UIE BOARS IEA ee RENE 
JE Cas FR LEE ey EAL: 

(1) UR BREA ZEB PIE RIAD BER f(z1, 2) RABE B 4 
SLATE eR ee D 上 取 极 大 .7 的 实 部 也 在 Da 上 
RÉ X EE), 

(2) 在 一 些 正规 的 条件 下 在 特征 流 形 上 存在 着 推广 的 柯 西 公 
À, 使 得 在 B 内 的 画 数 值 可 以 用 D* 上 的 值 来 表 过 ， 

- 具有 特征 流 形 的 最 简单 的 域 是 双 柱 体 : a<, a<. 过 
Behe RH 


2,—e1 0, (el <t, 0<A<2r 
Al 
2 一 et 一 0， la, OKA 
HRCA. BRES 
|zl=1, \z,| =1, 
及 柯 西 公式 是 


Qn 2m 

f(z1, 22) = uf. =o Heu tarde, Ci= e C= eh, 

设 B 是 由 有 限 个 解析 超 曲面 及 由 pelzi, Za, Re) =0, Ar 是 实 
的 , k=1, 2,,…, n, 的 蕉 面 所 图 成 的 域 。 在 一 些 假设 下 , BE 
界 B (若是 非 空 的 话 ) 的 每 一 对 的 解析 超 曲 面 的 截面 的 交 Di, 
kAs, 可 以 表 成 形式 

z= PMS (lu, À), T=1,2, 

BERM lr, hs BON, 4,) 在 à % 平面 上 (可 能 是 多 重 的 ) 
IR Pie LS. 在 一 些 附加 人 条 件 下 , 对 於 每 一 个 在 吾 中 (及 的 ) 正 
RUS Baga fe 


«159 « 


Ka, 22) = 


BESS / flyer, plo) By (21, Las An sAs)Adrdi, (48) 
85 s=1 PEs Dy Zis Zo An Pel Zi, Za, he) 


kAs 


此 成 
Bue: DOET oe) > | 
OC, As)’ 
x LPs LAERT )Pr( 21, Po u) „åk)— Prl 2i, 22 À k)Pa (21, py” 8) Al 
[ei 21] [py — 23] 
必须 注意 (48) AFA PR — RERE B, 因此 小 


FE BRAES WER, E-MEER 
RFK 


ARC), AM 156 A, ME A ， 


SAR, Th BSS SA EE RAG HE AR ARTE BI 
aa FE ie PRM. 另 一 方面 ,一 个 B- AUX, 
EDA SBS ET AUS, METER _ 


2 2 
Su, O% o, k=1, 2, (49) 
ðs, Oy} 
了 207 2, 2 
Ou ou =0, ðu _ du =0, (50) 
92,0%, OY OY, 98,9% OLIY 


不 再 是 椭 图 型 了 , BOGE AE ER EA, 在 特征 流 
BD ERRONÉE UE B* Ar et: D LA BETH. 
SH ER IHR B- OR a, Ø 
如 , EEE TE, HR EEE FL BB, ERGE), 而 不 必 
HE JE (50), 

ÉRIC MAMA, RTE 
BIEL, 例如 色调 和 度量 , 格林 丽 数 , 等 等 , 而 在 这 情况 下 
ED SUE AU RE TR BEI ee ER. RÉ 
EEE, TOSSES es Re PU 很 多 HR. 
例如 , BALM BLS, 191. 

HSE A RCI TREAT, MC 
有 限 张 解析 超 曲面 7, = hy Zu, Au) (v= 1, 2) 所 图 成 的 任意 域 
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B, 以 下 法 引 淮 拓 广 的 丽 数 族 .。 解析 面 的 每 一 个 蕉 面 含有 一 张 条 
界 超 曲 面 , 它 有 一 条 在 特 微 流 形 D HF. UE, #40 
实 丽 数 定义 在 特征 流 形 上， 它 也 可 定义 在 每 一 个 解析 面 的 蕉 面 的 
得 界 曲 烧 上 ， 欠 是 我 们 可 以 在 解析 面 上 的 每 一 个 截面 上 决定 二 个 
# Re Z, 和 Im, Z, 的 调和 画 数 , CAR ER UE. HSE 
MSR, MEE D 上 的 醒 数 值 在 整个 刀 的 三 度 的 过 界 上 定义 了 . 

向 域 刀 的 内 部 延 拓 可 以 有 兹 种 不 同 的 方法 ， 过 样 就 得 出 规 种 
不 同 的 拓 广 的 族 ， 例 如 我 们 引进 四 个 实 磷 数 的 调和 画 数 它 在 互 的 
三 度 边 界 上 具有 如 上 所 得 的 值 . 

EPR ( 疮 管 有 时 是 有 用 的 ) ABB T RER. 
”可 以 用 下 面 的 办 法 来 引进 拓 广 画 数 类 ?( 过 些 是 偶 闪 形 不 报 量 )， 
O B Pnt 0) =0, (EKI BPRS RA, | 
HA Ue, 250%) = 0 是 解析 超 曲 面 之 一 , 记 篇 $s(z1,22,24) 一 0， 
CHRH BR BOAR. RM, IRB 可 以 表 成 解析 ME 
DC Za, C)=0 WRR PAORA Dea PC). 我 们 进一步 假 
发 每 一 个 PO) DIR É BOB = 0,(2,0),v=1,2,1C Ki, 
使 得 (PA) 截面 PAC) 是 槛 2- 三 面 上 的 一 个 域 LX ) 的 一 个 一 对 
一 的 映照 ， 在 一 些 休 件 下 , POLE RE DC) OD LAC) 的 
MUN UC) RFE BAY (SEARE. 由 从 前 面 所 示 的 步 
联 , 拓 广 画 数 族 的 画 数 的 值 在 DC) 的 每 一 点 都 已 经 决定 了 。 We 
HR ONS) BIC) 上 是 一 对 一 的 ， 於 是 由 对 用 点 画 数 有 相同 的 什 
的 要 求 , ZEIT) 上 定 闵 了 一 个 实 画 数 .我 们 向 I7( ) 的 内 部 开拓 
在 画 数 对 Rez 和 Im2 是 调和 的 , HE OC) 上限 止 在 取 徊 前 所 府 
的 值 . 因 篇 映照 PCC) LM ER, 从 是 拓 广 的 画 数 族 的 
两 数 定义 在 也 的 每 一 点 上 。. 

对 从 每 一 个 拓 广 丁 数 类 (对 应 从 特 微 流 形 上 已 给 西数 廊 , 我 
们 能 够 用 引进 上 类 和 下 类 的 拓 广 画 数 来 决定 它们 的 界限 . 

我 们 考 目 所 有 在 特征 波形 上 每 一 点 上 小 大 或 等 区 已 输 西数 


1) 注意 到 存在 着 不 同 的 拓 广 画 数 族 . SES RNR a aR 3] 
REES RR. 
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Ba B- 调和 画 数 ， 在 B 上 每 贴画 数 的 全 体 有 航天 值 。 用 此 法 
得 到 的 值 的 全 体 租 成 下 类 中 的 一 个 拓 广 画 数 ， 同 样 我 们 能 下 赣 . 上 
FAI EX. 
HR BT LA EARS E LAH, 特别 是 : 
它们 可 以 应 用 它 Ca) 来 求 得 全 纯 画 数 和 年 纯 画 数 的 研究 的 阿 
PA mar ( A hlfors nih LA Nevanlinna ) 方 法 的 推广 ; 
(b) ER Hi BA ae THE I FE FE PEPER ep (Fatou) 
类 型 的 定理 ; ) 
Ce) ESAEREN E, 即 , PRA R A LTE ) IR 
TIA FA SSE a CB RE. 
, FES ARE BRR OTE, REER RS RTE 
数 ,用 此 画 数 , PARERS LR A Se ES 
BR AT DURE ER CE Ee LE A RZ 
BY BACK, ER PRE FE ME EI ER EI. 
Fe RAS E BBY OBE, BL a, PIA 
FS tH BA AIRE REI FERNER. KO FREE 
RB AR IT n,n h A 
PE RARP ARE (GPR) BOB RPE. RE, 
BERPERAN, Be RR ee BRR, TEL 
WRL DUE 1， 而 在 特征 流 形 的 其 它 部 分 都 是 取 值 篇 0， 我 
PSE BRN Ce ZE SAS SR REIN ER 
的 情形 ， 迁 就 可 以 同样 地 来 研究 二 个 区 域 是 不 是 彼此 俯 共 形 等 价 
的 。 此 外 , 可 以 仁 明 拓 广 族 的 过 些 度量 和 格林 画 数 是 有 转折 点 的 . 
避 可 以 用 毛 斯 (Morse ) 的 方法 表征 出 来 . 转折 点 的 很 多 性 里 在 从 
JET TP Ua TRE. 
Aravijskaja. . Hammerstein. 
Behnke 及 Tullen 1. Martin. 
Bergman 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 13, 14, Miniatoff 1, 2. 
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Bergman 及 Marcinkiewiez. Poincaré. 
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